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Einleitung

Der vorliegende Text besteht im Wesentlichen aus zwei Teilen. Der erste
Teil befasst sich mit den verschiedenen Begriffen des Zusammenhangs in der
Differentialgeometrie und dem Beweis der Tatsache, dass all diese Begrif-
fe äquivalent sind, bzw. auseinander hervorgehen. Es ergibt sich dann ein
übergeordnetes Konzept, das des Zusammenhangs auf einem Prinzipalbündel.

Der Begriff des Zusammenhangs in seiner ursprünglichen Form macht Aussa-
gen über die Möglichkeit des Vergleichs von Vektoren in verschiedenen lokalen
Koordinatensystemen eines affin zusammenhängenden Raumes (vgl. [We1],
[We2] oder [We3]). In der Physik liefert das eine mathematische Beschreibung
der allgemeinen Relativitätstheorie. Dort beschreibt der Zusammenhang die
relative Orientierung zweier lokaler Rahmungen der (gekrümmten) vierdimen-
sionalen Raumzeit. Die Idee Hermann Weyls, formuliert in [We2], war es, die
elektromagnetischen Potentiale mit der Längenmessung auf der Raumzeit zu
identifizieren. Das Transformationsverhalten der Längen bei Umskalierung
der Metrik entspricht optisch der Freiheit in der Wahl des Potentials bis
auf die Hinzunahme eines totalen Differentials. Diese Interpretation über die
Skalierung wurde jedoch rasch widerlegt, da sie mit bekannten physikalischen
Tatsachen kollidierte.

Mit Entwicklung der Quantenmechanik wurde der Idee Weyls neuer Boden
geliefert. Statt die Längen von Vektoren zu betrachten, betrachtet man nun die
Phase einer Wellenfunktionen ψ als neue Variable und statt einer Änderung
der Skalierung nun eine Änderung der Phase ψ 7→ ψe−iλ. Die Änderung der
Phase ändert die beobachtete physikalische Größe, die Observable, nicht,
vorausgesetzt das elektromagnetische Potential transformiert sich gemäß
Aµ 7→ Aµ−∂µλ. Das elektromagnetische Potential läßt sich als Zusammenhang
interpretieren, der die Phasen der Wellenfunktion an verschiedenen Orten der
Raumzeit miteinander vergleicht.

Der neuartige Aspekt hierbei ist die Idee der inneren Struktur eines phy-
sikalischen Systems. Dem System wird in jedem Punkt der Raumzeit eine
Phase zugeordnet, und bewegt sich das System (etwa ein freies Teilchen),
so ändert sich die Phase und die Änderung wird durch den Zusammenhang
beschrieben. Der zugrundeliegende Raum ist also die Raumzeit, der in jedem
Punkt eine Version der Gruppe U(1), der Phasenraum, zugeordnet ist. Ein
Teilchen liefert somit einen Schnitt in diesem ”Faserbündel”, der durch den
Zusammenhang, das elektromagnetische Potential, beschrieben wird. Man
spricht dann von einer Eichtheorie (hier U(1)-Eichtheorie).
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Der Erfolg dieser Sichtweise veranlasste C.N. Yang und R.L. Mills (vgl. [YM])
dazu, auch die starke Wechselwirkung mit diesen Mitteln zu beschreiben.
Der Phasenraum in diesem Fall ist der Raum aller möglichen Ausrichtun-
gen des Isospins und entspricht der Gruppe SU(2). Man bekommt somit
eine SU(2)-Eichtheorie. Die Probleme in der physikalischen Interpretation
der mathematischen Ergebnisse dieses Ansatzes wurden über einen Zeit-
raum von mehr als 25 Jahren nach und nach beseitigt und das Konzept
der Eichtheorie wurde in dieser Zeit zu einem fundamentalen Hilfsmittel in
der mathematischen Beschreibung physikalischer Theorien (schwache Wech-
selwirkung, starke Wechselwirkung, Gravitation, Unified Theories). Mit der
Entwicklung der Eichtheorien und ihrer physikalischen und mathematischen
Aspekte beschäftigen sich z.B. folgende Bücher und Artikel: [Mo], [BL] oder
[Bo]. Die mathematische Beschreibung der Eichtheorien liefert den Begriff
des Faserbündels und dabei speziell den des Prinzipalbündels. Die Theorie
der Zusammenhänge entwickelt, wie hier im ersten Teil beschrieben, seine
ganze Eleganz (vgl. [KN], [SW], [GS])

Mit der Idee von Yang und Mills beschäftigt sich dann der zweite Teil dieser
Arbeit. Es wird ein Ansatz ausgearbeitet, der selbstduale Zusammenhänge
einer SU(2)-Eichtheorie über der vierdimensionalen Sphäre S4 liefert, die so
genannten Instantons. Auf die Notwendigkeit einer euklidischen statt einer
Lorentz-Mannigfaltigkeit soll hier nicht näher eingegangen werden. Sie hat
ihre Begründung in Resultaten aus der Quantenfeldtheorie.

Seit Anfang der siebziger Jahre ist das Interesse an konkreten Instanton- (oder
Pseudoteilchen-) Lösungen der Yang-Mills-Gleichung immer weiter gestiegen.
So erschienen viele Konstruktionsansätze (z.B. [CWS], [DM], [BCW], [JR]
oder [tHo]) und auch das Interesse an der Struktur der Menge der Lösungen
(modulo Eichtransformationen) wuchs (vgl. [AHS], [At], [GP] oder [Si]). Dieser
Raum spielt auch eine Rolle bei der Untersuchung differenzierbarer Strukturen
auf vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten (vgl. [FU], [Do]). Vor allem S. K.
Donaldson lieferte durch mehrere Arbeiten in den Achtzigerjahren einen
großen Beitrag zur Lösung bis dahin ungelöster Probleme in diesem Bereich.
Eine Übersicht über die Ergebnisse liefert [Do].

Das erste Kapitel der vorliegenden Arbeit gliedert sich in drei Abschnitte,
in denen die drei Konzepte des Zusammenhangs auf Mannigfaltigkeiten,
auf Vektorbündeln und auf Prinzipalbündeln erläutert werden. Dabei wird
besonderen Wert auf die lokale Darstellung der Zusammenhänge gelegt, da
durch sie die Ähnlichkeit der verschieden Konzepte augenscheinlich wird.
Darüberhinaus werden Beispiele von Zusammenhängen aufgeführt, von denen
mehrere im späteren Text weitere Verwendung finden.
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Nachdem man im ersten Kapitel schon gesehen hat, dass der Zusammen-
hang auf der Mannigfaltigkeit nur ein Spezialfall des Zusammenhangs auf
Vektorbündeln ist, ist das zweite Kapitel der Äquivalenz der letzten beiden
Konzepte gewidmet. Dazu wird im ersten Abschnitt die Definition und Kon-
struktionen assoziierter Bündel an- und durchgeführt. Als Beispiel folgt die
konkrete Berechnung des Repèrebündels als zum Tangentialbündel assoziier-
tes Prinzipalbündel. Zusätzlich liefert der Begriff des assoziierten Bündels
die Möglichkeit die Menge der Zusammenhänge elegant zu beschreiben. An-
schließend an diese Definitionen, folgt dann der Beweis der Äquivalenz der
Zusammenhangsbegriffe.

Das dritte Kapitel ist als Vorbereitung für das vierte zu sehen. Es werden
hier in den ersten drei Abschnitten die Krümmung eines Zusammenhangs,
der Begriff der Eichtransformation und der Hodge-Operator auf Mannigfal-
tigkeiten mit metrischer Struktur eingehend erläutert. Dabei wird neben der
koordinatenfreien Beschreibung der Objekte, sei es als Schnitte in gewissen
Bündeln oder als Bündelmorphismen, auch die lokale Beschreibung in den
Vordergrund gestellt, da sie die Grundlage der konkreten Berechnungen im
vierten Kapitel ist. Die Yang-Mills-Gleichung ist das Thema des letzten Ab-
schnitts dieses Kapitels. Mit Hilfe der vorher entwickelten Begriffe, liefert
diese Gleichung als Lösungsmenge eine Teilmenge der Zusammenhänge eines
SU(2)-Prinzipalbündels über der Sphäre S4.

Das vierte Kapitel beschäftigt sich mit der expliziten Lösung der Yang-
Mills-Gleichung. Der erste Abschnitt beschreibt den Modulraum mit Hilfe
eines Satzes von Atiyah, Hitchin und Singer, der auf den hier behandelten
Spezialfall angewendet wird. Im zweiten Abschnitt wird ein Ansatz von
Atiyah, Hitchin, Drinfield und Manin benutzt, um die Menge der Instantons
zu parametrisieren, der so genannte ADHM-Ansatz. Das heißt, es wird eine
explizite Berechnungsmethode für die Lösungen der Yang-Mills-Gleichung zur
Verfügung gestellt. Wie anschließend gezeigt wird, ergeben sich im Fall der
1-Instantons genau die Lösungen von G. t´Hooft. Zum Abschluss folgt dann
noch ein kleiner Ausblick.

Der Anhang dient der Erläuterung einiger grundlegender Begriffe aus der
Differentialgeometrie und der Topologie, die im vorliegenden Text benötigt
werden. Ihre Beschreibung im Text würde zum Verständnis der dort behan-
delten Sachverhalte nicht beitragen, und somit den Lesefluss beeinträchtigen.
Da der Anhang somit eher den Charakter einer Fussnote hat, wird hier auf
Beweise und auf Vollständigkeit zugunsten von Literaturhinweisen verzichtet.

Es folgen noch einige Konventionen, von denen im Text Gebrauch gemacht
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wird. Die im Text behandelten Mannigfaltigkeiten und Bündel verstehen sich
allesamt als C∞-Mannigfaltigkeiten und C∞-Bündel. Ebenfalls als beliebig oft
differenzierbar zu verstehen sind Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten,
Bündelmorphismen und Schnitte in Bündeln wie z.B. Vektorfelder, Tensor-
felder sowie k-Formen. Abweichungen von dieser Regel, sofern sie auftreten,
werden ausdrücklich erwähnt.

Zur Schreibweise: Durchgehend im Text gilt die so genannte Einsteinsche
Summenkonvention. Das bedeutet, dass in einem Produkt indizierter Größen
über den gesamten Indexbereich summiert wird, falls ein Index doppelt vor-

kommt und der Index nicht auf der gleichen Stufe steht. Z.B. aib
ij =

∑
i

aib
ij ,

Rij
klgimg

kl =
∑
ikl

Rij
klgimg

kl oder x = xiσi =
∑
i

xiσi, aber die Summierung

entfällt bei xixi. Abweichungen, wie etwa die Einschränkung des Indexberei-
ches oder die Summation über einen Index der gleichen Stufe, werden durch
das Summenzeichen gekennzeichnet.

1 Zusammenhänge in der Differentialgeometrie

Der Begriff des Zusammenhangs, beziehungsweise der kovarianten Ableitung,
tritt in der Differentialgeometrie an verschiedenen Stellen auf. Zum Beispiel
stößt man bei der Untersuchung der inneren Struktur von Flächen im dreidi-
mensionalen euklidischen Raum bei der Berechnung der Ableitungsgleichungen
von Gauss und Weingarten auf die so genannten Christoffelsymbole. Diese
entpuppen sich bei näherer Betrachtung als Koeffizienten des (eindeutigen)
Levi-Civita-Zusammenhangs auf der betrachteten Fläche. In der Elementar-
teilchenphysik liefert die Untersuchung der inneren Geometrie der Teilchen
den Begriff des Eichfeldes. Eine mathematische Untersuchung zeigt, dass es
sich bei den Eichfeldern um die lokalen Darstellungen von Zusammenhängen
in Prinzipalbündeln handelt.

Im Folgenden wird geklärt, was man unter einem Zusammenhang auf einer
Mannigfaltigkeit M , beziehungsweise einem Zusammenhang auf einem Vek-
torbündel E (M,π, V,G) versteht, und was ein Zusammenhang auf einem
Prinzipalbündel P (M,π,G) ist. Es werden wichtige Eigenschaften beschrie-
ben und Beispiele bearbeitet. Bei den Eigenschaften werden insbesondere die
lokalen Darstellungen und ihre Transformationsverhalten eine wichtige Rolle
spielen.
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1.1 Zusammenhänge auf Mannigfaltigkeiten

1.1.1 Definition und Eigenschaften

Im euklidischen Raum R
n stehen natürliche Begriffe zum Vergleich verschie-

dener Vektoren zur Verfügung: so etwa die Länge eines Vektors, oder die
Parallelverschiebung zur Klärung der gegenseitigen Lage. Auf einer beliebi-
gen Mannigfaltigkeit M hat man in jedem Punkt x ∈M einen Vektorraum
TxM , den Tangentialraum, und es gibt auf M eine Riemannsche Metrik,
so dass TxM ein euklidischer Raum wird (vgl. [GHL]). Diese Metrik liefert
einen natürlichen Begriff der Länge von Vektoren und auch der Begriff der
Parallelität innerhalb eines Tangentialraumes ist geklärt.

Um Vektoren verschiedener Tangentialräume vergleichen zu können, gibt es
das Prinzip des Paralleltransports (längs eines Weges zwischen zwei Punkten
in M). Grundlage hierfür ist eine zusätzliche Struktur auf M , die durch einen
Zusammenhang auf M vermittelt wird.

Definition 1.1. Ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine
Abbildung D von der Menge der Vektorfelder auf M in die Menge der (1, 1)-
Tensoren auf M

D : Γ (TM) −→ Γ (T ∗M ⊗ TM)

mit

(i) D (X + Y ) = DX +DY

(ii) D (f ·X) = df ⊗X + f ·DX

für Funktionen f und Vektorfelder X und Y . DYX = DX (Y ) nennt man
die kovariante Ableitung von X in Richtung Y .

Der Operator D ist ein lokaler Operator in dem Sinne, dass wenn X oder Y
auf einer offenen Menge U ⊂M verschwinden, dort auch DYX verschwindet.

Zum Beweis verschwinde zunächst X auf U und x sei ein Punkt aus UDann
gibt es eine abgeschlossene Umgebung V von x mit V ⊂ U und eine Funktion
f , so dass f = 1 auf V und f = 0 ausserhalb von U ist. Damit ist X̃ = fX = 0
auf M . Wegen der Eigenschaft (ii) ist DX̃ = D(0X̃) = 0 und wieder wegen
(ii) 0 = (DY (fX))x = df(Y )(x)Xx + f(x)(DYX)x und es folgt DYX = 0 auf
U , da x ein beliebiger Punkt aus U war.
Nun verschwinde Y auf U , und man setzt mit den vorigen Bezeichnungen
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Ỹ = fY = 0 auf M . Das liefert das Verschwinden von DỸX und mit der
Gleichung 0 = (DfY (X))x = f(x)(DYX)x das Verschwinden von DYX auf
U .

Der Operator D läßt sich nun auf offene Teilmengen U von M einschränken,
also

D : Γ(TU)→ Γ(T ∗U ⊗ TU).
Dazu definiert man die kovariante Ableitung für zwei Vektorfelder X und
Y auf U über zwei Erweiterungen X̃ und Ỹ für x ∈ U durch (DYX)x =
(DỸ X̃)x. Wegen der Lokalitätseigenschaft, hängt das nicht von der gewählten
Erweiterung ab.

Diese Einschränkung liefert dann auf einer Koordinatenumgebung U mit
den Koordinaten (x1, ..., xn) für den Zusammenhang in der lokalen Rahmung
{ei = ∂

∂xi
} des Tangentialbündels die Darstellung

Deiej = Γkijek.

Die so definierten Koeffizienten Γkij nennt man Christoffelsymbole. Sie sind
die Koeffizienten der lokalen Zusammenhangsformen

Akj = Γkijdx
i

auf U . Insbesondere gilt für ein Vektorfeld X = Xkek auf U :

DX = D
(
Xkek

)
= dXk ⊗ ek +XkDek

= dXk ⊗ ek +XkΓjikdx
i ⊗ ej

=
(
dXk +XjΓkijdx

i
)
⊗ ek

=
(
dXk +XjAkj

)
⊗ ek

oder mit der abkürzenden Matrixschreibweise X = (X1, ..., Xn)
⊤
und

A =
(
Aji
)

DX = dX + A ·X.
Mit Hilfe des Zusammenhangs kann man den Begriff der Parallelverschiebung
von Vektoren aus dem R

n (der durch die Standardableitung D einen kanoni-
schen Zusammenhang erhält) auf M übertragen. Ein Vektorfeld Y auf dem
R
n (also eine Abbildung vom R

n in den Rn) besteht aus parallelen Vektoren,
d.h. ist parallel, wenn es konstant ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass die
Ableitung des Vektorfeldes längs jeden Weges γ verschwindet, DY (γ′) = 0.
Analog definiert man
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Definition 1.2. Ein Vektorfeld Y auf M heißt parallel längs des Weges
γ : I →M , wenn für alle t ∈ I gilt:

Dγ′Y = 0.

In lokalen Koordinaten mit Y k(t) = Y k ◦ γ(t) ist das gleichbedeutend mit

(Y k)′(t) = −Akj (γ′(t))Y j(t).

Insbesondere gibt es zu jedem Weg γ und zu jedem t0 ∈ I und v ∈ Tγ(t0)M
genau ein paralleles Vektorfeld Y längs γ mit Y (t0) = v (vgl. [Wa]). Im Rn mit
der Standardableitung sind das gerade die konstanten Vektorfelder. Unter der
Parallelverschiebung eines Vektors v ∈ TxM längs eines Weges γ von x = γ(t0)
nach y = γ(t) versteht man den Wert des parallelen Vektorfeldes zu v und t0
zum Zeitpunkt t. Dabei stimmen im Allgemeinen Parallelverschiebungen längs
verschiedener Wege nicht überein. Insbesondere erhält man auf geschlossenen
Wegen nicht notwendigerweise den Ausgangsvektor zurück. Dies führt dann
zum Begriff der Holonomie (vgl [Na]).

Bemerkung 1.3. Der Zusammenhang D läßt sich eindeutig zu einer Abbil-
dung auf der Menge der Tensorfelder auf M

D : Γ(T (M))→ Γ(T (M))

erweitern, wenn man folgende Eigenschaften fordert:

1. Für ein Tensorfeld K und ein Vektorfeld X ist DXK vom gleichen Typ
wie K.

2. Für Funktionen f auf M ist Df = df .

3. Für zwei Tensorfelder K und L gilt D (K ⊗ L) = DK ⊗ L+K ⊗DL.

4. D vertauscht mit allen Kontraktionen.

Beweis. Existenz:

Sei ω ein (0, 1)-Tensor undX ein Vektorfeld aufM . Dann gilt für ein beliebiges
Vektorfeld Y auf M mit der Kontraktion K(ω ⊗X) = ω(X):

d(ω(X))(Y )
2.
= DY (ω(X))

= DY (K(ω ⊗X))
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4.
= K(DY (ω ⊗X))
3.
= K((DY ω)⊗X + ω ⊗DYX)

= (DY ω)(X) + ω(DYX)

Also liefert das die Wirkung des Zusammenhangs auf (0,1)-Tensoren zu

DY ω(X) = d(ω(X))(Y )− ω(DYX).

Wegen der Eigenschaft 3. hat man damit die Wirkung auf beliebige Tensoren.
Eindeutigkeit: Dazu benötigt man die folgenden kleinen Aussagen.

(i) Die obige Abbildung D mit den Eigenschaften 1. - 4. hat die Lokalitäts-
eigenschaft, d.h.: Ist U ⊂M offen und ist K ≡ 0 auf U , so ist DYK ≡ 0
für jedes Vektorfeld Y auf U . Insbesondere folgt dann aus K ≡ L auf
U dort auch sofort DK ≡ DL. Diese Ausage ist analog zur Bemerkung
nach Definition 1.1 und zum Beweis ersetzt man nur X durch K.

(ii) Zwei Abbildungen D, D′ mit den obigen Eigenschaften stimmen auf
Γ(T (M)) überein, wenn sie auf allen Funktionen und allen Vektorfeldern
übereinstimmen.

Wegen (i) ist dies eine lokale Aussage und man kann sich auf eine Koordina-
tenumgebung zurückziehen. Wegen der Eigenschaft 3. muß man nur zeigen,
dass D auf den (0, 1)-Tensoren verschwindet, wenn D dies auf den Vektor-
feldern und auf den Funktionen tut. Wegen der Wirkung von D auf den
(0, 1)-Tensoren gemäß des Existenzbeweises, folgt dies aber sofort. □

1.1.2 Der Levi-Civita-Zusammenhang

Als Beispiel eines Zusammenhangs auf einer Mannigfaltigkeit, M , betrachte
man im Folgenden den Fall einer Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Rie-
mannscher Metrik g. Auf M gibt es einen ausgezeichneten Zusammenhang,
den Levi-Civita-Zusammenhang, der mit der Metrik in der folgenden Weise
verträglich ist.

Satz 1.4. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es auf M
einen eindeutig definierten Zusammenhang D, den Levi-Civita-Zusammen-
hang, so dass für alle Vektorfelder X, Y und Z auf M gilt:

1. d(g(X, Y ))(Z) = g(DZX, Y ) + g(X,DZY )
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2. DXY −DYX = [X, Y ]

Beweis. Wegen 1. gilt

d(g(X, Y ))(Z) = g(DZX, Y ) + g(X,DZY ),

d(g(X,Z))(Y ) = g(DYX,Z) + g(X,DYZ)

und

d(g(Z, Y ))(X) = g(DXZ, Y ) + g(Z,DXY ).

Addiert man die ersten zwei Gleichungen, und subtrahiert die dritte, so ergibt
sich nach Umsortierung und Anwenden von 2.

2g(DYZ,X) = d(g(X, Y ))(Z) + d(g(X,Z))(Y )− d(g(Z, Y ))(X)

− g(Y, [Z,X])− g(Z, [Y,X])− g(X, [Z, Y ]).

Wegen des durch g vermittelten Isomorphismus zwischen T ∗M und TM wird
DYZ eindeutig durch diese Darstellung definiert, und man rechnet leicht nach,
dass D die Eigenschaften eines Zusammenhangs und natürlich die Eigenschaf-
ten des Levi-Civita-Zusammenhangs erfüllt. □

Mit der obigen Bemerkung und der Einführung des Torsionstensors T (X, Y ) =
DXY −DYX − [X, Y ] schreiben sich die Bedingungen als

1. Dg = 0 und 2. T = 0.

In lokalen Koordinaten lauten sie

1.
∂gij
∂xk

= Γlkiglj + gilΓ
l
kj und 2. Γkij = Γkji,

wobei gij = g(ei, ej) = gji ist. Damit ergeben sich die Christoffelsymbole des
Levi-Civita-Zusammenhangs zu

gklΓ
l
ij =

1

2

(
∂gkj
∂xi

+
∂gik
∂xj
− ∂gij
∂xk

)
.

Wie oben erwähnt, spielt der Levi-Civita-Zusammenhang eine große Rolle in
der klassischen Untersuchung der inneren Struktur der Flächen im R

3. Das
führt zu der bekannten Tatsache, dass die Eigenschaft einer Fläche gekrümmt
zu sein, ganz durch die Metrik auf der Fläche, also durch Längenmessung,
bestimmt wird. Das spiegelt sich darin wider, dass die Christoffelsymbole, als
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Maß für die Abweichung der Tangentialräume vom ”Parallelsein”, durch die
Koeffizienten der Metrik bestimmt sind.

Bemerkung. Handelt es sich bei M um eine Riemannsche Untermannigfal-
tigkeit von N mit Levi-Civita-Zusammenhang DN , so ist der entsprechende
Levi-Civita-Zusammenhang auf M durch DM = P ◦DN gegeben. Dabei ist P
die Orthogonalprojektion von TN auf TM . Ist M speziell eine Hyperfläche,
so ist N der euklidische Raum, DN die gewöhnliche Ableitung und P die
gewöhnliche Projektion (vgl. [GHL]).

2 Zusammenhänge auf Vektorbündeln

2.0.1 Die invariante Definition

Die Definition des Paralleltransports im Tangentialraum einer Mannigfal-
tigkeit, gesehen als Vektorbündel TM(M,π,Rn, GLnR), läßt sich direkt auf
beliebige Vektorbündel E(M,π, V,G) verallgemeinern. Dazu benötigt man
wie oben den Begriff des Zusammenhangs oder der kovarianten Ableitung.
Die Grundlage wird im Folgenden ein Vektorbündel mit Strukturgruppe
G ⊂ GLnR sein, die auf den Vektorraum V per Multiplikation von links
operiert (Eine Verallgemeinerung auf andere Gruppen und andere Opera-
tionen wird sich in Kapitel 2 automatisch ergeben). Mit Γ(E) werden die
Schnitte in E bezeichnet, das sind die Abbildungen s : M → E mit der
Eigenschaft π ◦ s = id. Γ(TM) ist wie oben die Menge der Vektorfelder auf
M und Γ (Λ1T ∗M) = Γ (T ∗M) ist die Menge der 1-Formen auf M .

Definition 2.1. Ein Zusammenhang auf einem Vektorbündel E(M,π, V,G)
ist eine Abbildung

D : Γ(E)→ Γ(T ∗M ⊗ E),
so dass für alle Schnitte t und s in E und für alle Funktionen f auf M
folgendes erfüllt ist:

(i) D(s+ t) = Ds+Dt

(ii) D(f · s) = df ⊗ s+ f ·Ds

DXs ≡ Ds(X) heißt die kovariante Ableitung von s in Richtung X.

Aus der Definition folgt sofort, dass für alle Funktionen f , Vektorfelder
X, Y und Schnitte s die kovariante Ableitung die Eigenschaft D(f ·X+Y )s =
f ·DXs+DY s hat.
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Völlig analog zum Fall des Tangentialbündels kann man den Paralleltrans-
port von Vektoren erklären, um damit die Verbindung zweier Fasern im
Vektorbündel zu beschreiben.

Beispiel. Im trivialen Bündel M ×Rn hat ein Schnitt die einfache Gestalt
s(x) = (s1(x), ..., sn(x)) mit Funktionen si :M → R.

1. Ein Zusammenhang D auf E kann man definieren durch Ds mit

(Ds)i = dsi.

Dieser Zusammenhang heißt flacher Zusammenhang auf E.

2. Einen anderen Zusammenhang D′ auf M × Rn kann mit Hilfe einer
(n× n)-Matrix A, deren Einträge 1-Formen auf M sind, das heißt
Aji ∈ Γ (Λ1T ∗M), definieren. Dazu setzt man für i = 1, ..., n

(D′s)i = dsi + Ajisj

oder kurz
D′s = ds+ A · s.

A heißt dann die Zusammenhangsmatrix zum Zusammenhang D′.

Bemerkung 2.2. Mit Hilfe der Konstruktion aus Beispiel 2. bekommt man
alle Zusammenhänge auf dem trivialen Bündel.

Beweis. Zu zeigen ist, dass mit einem Zusammenhang D auf E der Operator
D− d die Form D− d = A hat, mit einer Matrix A deren Einträge 1-Formen
auf M sind. Das heißt, der Operator DX − dX ist für jedes Vektorfeld X ein
linearer Operator A(X). Dafür reicht es zu zeigen, dass für Schnitte s und t
und für Funktionen f die folgende Relation erfüllt ist:

(DX − dX) (f · s+ t) = f · (DX − dX) s+ (DX − dX) t.

Das folgt allerdings sofort aus den Eigenschaften (i) und (ii) für die Zusam-
menhänge D und d. □

Man sieht an dieser Bemerkung, dass die Menge A aller Zusammenhänge auf
dem trivialen Bündel ein affiner Raum ist. Wählt man einen Nullpunkt, etwa
d, so ist A ≃ {1-Formen auf M mit Werten in MnR}.
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2.0.2 Die lokale Darstellung des Zusammenhangs

Das Beispiel 2 zeigt, dass die matrixwertigen 1-Formen bei der Beschrei-
bung der Zusammenhänge auf einem Vektorbündel E eine wichtige Rolle
spielen. Deutlich wird das bei der Betrachtung des lokalen Verhaltens des
Zusammenhangs, insbesondere bei einem Wechsel der Bündelkarte.

Ist {Uα} eine Überdeckung von M mit Bündelkarten (Uα, φα) von E, das
heißt, die φα sind fasertreue Diffeomorphismen von π−1 (Uα) ⊂ E auf Uα×Rn,
bzw. für x ∈ Uα lineare Isomorphismen φα : π−1(x) → R

n, so kann man
jedem Schnitt s in E den lokalen Schnitt

sα : Uα → R
n mit sα(x) = φα ◦ s(x)

zuordnen. Ist D ein Zusammenhang auf E, so hat die Einschränkung von D
auf das triviale Bündel E|Uα wegen der Bemerkung 1.6 die Gestalt

(Ds)α = dsα + Aα · sα

mit einer Matrix Aα ∈ Mn (Γ (Λ1T ∗Uα)). Diese Matrix heißt lokale Zusam-
menhangsmatrix des Zusammenhangs D.
Beim Übergang zu einer anderen Karte (Uβ, φβ) wird die lokale Zusam-
menhangsmatrix im Allgemeinen auch eine andere sein. Schreibt man die
Übergangsfunktion zwischen den Karten als gαβ : Uα ∩ Uβ → G, so gilt
(Ds)α = gαβ · (Ds)β und deshalb

(Ds)α = gαβ(dsβ + Aβsβ)

= gαβd(gβαsα) + gαβAβgβα · sα
= gαβgβαdsα + (gαβdgβα + gαβAβgβα)sα

= dsα + (gαβdg
−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ )sα.

Das heißt, es gilt der folgende

Satz 2.3. Die lokalen Zusammenhangsmatrizen Aα eines Zusammenhangs
D auf einem Vektorbündel E genügen bei einem Kartenwechsel mit der
Übergangsfunktion gαβ : Uα ∩ Uβ → G der Transformationsformel

Aα = gαβdg
−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ .

Umgekehrt ist ein Zusammenhang auf E durch seine lokale Darstellung schon
bestimmt.
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Satz 2.4. Zum Vektorbündel E gebe es zum Atlas {(Uα, φα)} eine Familie
von matrixwertigen 1-Formen{

Aα ∈Mn

(
Γ
(
Λ1T ∗Uα

))}
,

die bei einem Kartenwechsel das Transformationsverhalten aus Satz 1.7 ha-
ben. Dann gibt es genau einen Zusammenhang auf E, der die Aα als lokale
Zusammenhangsmatrizen hat.

Beweis. Man definiert D über seine lokale Darstellung. Man setzt also
(Ds)α = dsα+Aαsα für einen Schnitt s in E in der Karte Uα. Damit istDXs für
X ∈ Γ(TM) ein Schnitt in E, denn es liegt das benötigte Transformationsver-
halten
(Ds)α = gαβ · (Ds)β vor (dazu verfolgt man die obige Rechnung zurück).
Außerdem gilt

(D(fs+ t))α = d(fs+ t)α + Aα(fs+ t)α

= d((fs)α + tα) + Aα((fs)α + tα)

= d(fαsα) + fαAαsα + (Dt)α

= dfα ⊗ sα + fα(dsα + Aαsα) + (Dt)α

= (df)α ⊗ sα + fα(Ds)α + (Dt)α

= (df ⊗ s)α + (fDs)α + (Dt)α

= (df ⊗ s+ fDs+Dt)α,

so dass die Bedingungen (i) und (ii) für einen Zusammenhang auch erfüllt
sind. Dabei sind für Formen und Funktionen auf M die indizierten Größen
einfach die Einschränkungen auf die jeweilige Karte.
Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Tatsache, dass die Differenz zweier Zu-
sammenhänge mit denselben Zusammenhangsmatrizen überall verschwindet.
□

Mit den Abkürzungen Ωk = Γ
(
ΛkT ∗M

)
und Ωk (E) = Γ

(
ΛkT ∗M ⊗ E

)
- für

k = 0 sind das gerade die Schnitte in E - ist ein Zusammenhang auf E per
Definition eine Abbildung von Ω0 (E) nach Ω1 (E). Diese Abbildung läßt sich
auf natürliche Weise erweitern.

Bemerkung 2.5. Ein Zusammenhang D auf E läßt sich für alle k ∈ N
eindeutig zu einer Abbildung

D : Ωk (E)→ Ωk+1 (E)
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erweitern, wenn man für alle ϑ ∈ Ωk und s ∈ Γ (E) die folgende Produktregel
fordert:

D (s⊗ ϑ) = s⊗ dϑ+Ds ∧ ϑ.

Auf einen Beweis dieser Bemerkung wird an dieser Stelle verzichtet, da sich
diese Erweiterung in einem späteren Kontext nicht als eine solche erweist,
sondern der Zusammenhang auf dem Vektorbündel, also k = 0, dann eher
als Spezialfall zu sehen ist (vgl. Kapitel 2). Es wird sich zeigen, dass diese
Erweiterung bei der Einführung der Krümmung eine wichtige Rolle spielt.

2.0.3 Konstruktion von Zusammenhängen

Aus Vektorbündeln E(M,π, V,G) und F (M,π′,W,G′), mit G ⊂ GLnR und
G′ ⊂ GLmR, kann man durch naheliegende Operationen neue Vektorbündel
konstruieren (vgl. Anhang). Auf diesen kann man dann mit Hilfe von Satz
1.8 und mit Hilfe der Zusammenhänge D auf E bzw. D′ auf F neue Zu-
sammenhänge definieren. Dazu bezeichnen im Folgenden {(Uα, φα)} bzw.
{(Uα, ψα)} Atlanten und gαβ bzw. hαβ die Übergangsfunktionen sowie Aα
bzw. A′

α die lokalen Zusammenhangsmatrizen von E bzw. F .

1. Ein Zusammenhang auf dem zu E dualen Bündel E∗.

Behauptung. Durch die Matrizen

∗
Aα= −ATα

wird auf E∗ ein Zusammenhang D∗ definiert.

Beweis. Das Bündel E∗ hat gemäß der Ausführungen im Anhang die

Übergangsfunktionen
∗
gαβ= g−1⊤

αβ . Man hat also zu zeigen, dass für die

Matrizen
∗
Aα das geforderte Transformationsverhalten haben. Es gilt:

∗
Aα = −A⊤

α

= −(gαβdg−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ )

⊤

= −(dg−1⊤
αβ )g⊤αβ − g−1⊤

αβ A⊤
β g

⊤
αβ

= −(d
∗
gαβ)

∗
g
−1

αβ +
∗
gαβ

∗
Aβ

∗
g
−1

αβ

=
∗
gαβ d

∗
g
−1

αβ +
∗
gαβ

∗
Aβ

∗
g
−1

αβ .
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Die letzte Gleichung folgt aus der Identität

0 = d (id) = d(gαβg
−1
αβ ) = (dgαβ)g

−1
αβ + gαβdg

−1
αβ .

Das beweist, dass die Matrizen einen Zusammenhang auf E∗ definieren.
□

2. Ein Zusammenhang auf der Summe E ⊕ F zweier Vektorbündel.

Behauptung. Durch die Matrizen

Âα =

(
Aα 0
0 A′

α

)
wird auf E ⊕ F ein Zusammenhang D⊕ definiert.

Beweis. Das Bündel E ⊕ F hat die Übergangsfunktionen ĝαβ :

Uα ∩ Uβ → GLn+mR mit ĝαβ =

(
gαβ 0
0 hαβ

)
. Damit bleibt wieder das

gewünschte Transformationsverhalten der Zusammenhangsmatrizen zu
zeigen. Das ist aber klar, denn die Gleichung Âα = ĝαβdĝ

−1
αβ + ĝαβÂβ ĝ

−1
αβ

hat komponentenweise die Gestalt(
Aα 0
0 A′

α

)
=

(
gαβdg

−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ 0

0 hαβdh
−1
αβ + hαβA

′
βh

−1
αβ

)
,

und das sind gerade die Transformationen in E bzw. F . □

3. Ein Zusammenhang auf dem durch f : N →M zurückgeholten Bündel
f ∗E über der Mannigfaltigkeit N .

Behauptung. Durch die Matrizen

Ãα = f ∗Aα

gebildet aus den komponentenweise zurückgeholten Differentialformen,
wird auf f ∗E ein Zusammenhang f ∗D definiert.

Beweis. Im Bündel f ∗E haben die Übergangsfunktionen die Gestalt
g̃αβ = f ∗gαβ = gαβ ◦ f . Deshalb gilt:

Ãα = f ∗Aα

= f ∗(gαβdg
−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ )

= (gαβ ◦ f)d(g−1
αβ ◦ f) + (gαβ ◦ f)f ∗Aβ(g

−1
αβ ◦ f)
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= g̃αβdg̃
−1
αβ + g̃αβÃβ g̃

−1
αβ .

Dies ist das gemäß Satz 1.8 geforderte Transformationsverhalten zur
Definition eines Zusammenhangs. □

4. Ein Zusammenhang auf einem zu E isomorphen Bündel E ′

Behauptung. Durch die Matrizen

A′
α = Aα ◦ Φ−1

ist auf E ′ ein Zusammenhang gegeben (dabei ist Φ die unten angegebene
Abbildung).

Beweis. Zu den Bündeln E(M,π, V ) bzw. E ′(M ′, π′, V ) induziert der
Bündelisomorphismus f einen Diffeomorphismus Φ zwischen M und
M ′ und lineare Isomorphismen fx zwischen den Fasern π−1(x) und
π′−1(Φ(x)). Zu den Karten (Uα, φα) und den Übergangsfunktionen gαβ
von E, konstruiert man Karten (U ′

α, φ
′
a) und Übergangsfunktionen hαβ

mit U ′
α = Φ(Uα), φ

′
α,x = φα,Φ−1(y) und hαβ(y) = gαβ(Φ

−1(y)̇). Dann
folgt das benötigte Transformationsverhalten einfach durch Ersetzen
der entsprechenden Größen. Ist speziell M =M ′, und Φ = id, so sind
die Matrizen identisch. □

5. Ein Zusammenhang auf dem Tensorbündel E ⊗F der Bündel E und F .

Behauptung. Durch die Produktregel

D⊗(s⊗ t) = Ds⊗ t+ s⊗D′t

wird ein Zusammenhang auf E ⊗ F definiert, der die lokale Darstellung

(D⊗r)α = drα + A⊗
α rα

für r ∈ Γ(E ⊗ F ) mit A⊗
α = Aα ⊗ 1 + 1⊗ A′

α besitzt.

Beweis. Die Übergangsfunktionen im Tensorbündel haben die Gestalt

kαβ(x) = gαβ(x)⊗ hαβ(x) ∈ G⊗G′ .

Die lokale Darstellung von D⊗ ergibt sich zu

(D⊗(s⊗ t))α = (Ds)α ⊗ tα + sα ⊗ (D′t)α

= dsα ⊗ tα + sα ⊗ dtα + Aαsα ⊗ tα + sα ⊗ A′
αtα
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= d(s⊗ t)α + (Aα ⊗ 1 + 1⊗ A′
α)(s⊗ t)α

und entspricht somit der Behauptung. Außerdem gilt

A⊗
α = Aα ⊗ 1 + 1⊗ A′

α

= (gαβdg
−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ )⊗ 1 + 1⊗ (hαβdh

−1
αβ + hαβA

′
βh

−1
αβ)

= gαβdg
−1
αβ ⊗ 1 + 1⊗ hαβdh−1

αβ + gαβAβg
−1
αβ ⊗ 1 + 1⊗ hαβA′

βh
−1
αβ

= gαβdg
−1
αβ ⊗ hαβh

−1
αβ + gαβg

−1
αβ ⊗ hαβdh

−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ ⊗ hαβh

−1
αβ

+ gαβg
−1
αβ ⊗ hαβA

′
βh

−1
αβ

= (gαβ ⊗ hαβ)(dg−1
αβ ⊗ h

−1
αβ + g−1

αβ ⊗ dh
−1
αβ)

+ (gαβ ⊗ hαβ)(Aβg−1
αβ ⊗ h

−1
αβ + g−1

αβ ⊗ A
′
βh

−1
αβ)

= kαβd(g
−1
αβ ⊗ h

−1
αβ) + kαβ(Aβ ⊗ 1 + 1⊗ A′

β)(g
−1
αβ ⊗ h

−1
αβ)

= kαβdk
−1
αβ + kαβA

⊗
β k

−1
αβ .

Also erfüllen die Matrizen A⊗
α die notwendige Transformationsregel. □

Die Konstruktion der obigen Zusammenhänge, und die Wirkung der lokalen
Zusammenhangsmatrizen Aα auf die Schnitte in den aus E konstruierten
Bündeln, wird durch die Einbeziehung einer linearen Darstellung ρ der Lie-
gruppe G und der zugehörigen adjungierten Darstellung ρ∗ der Liealgebra g,
sowie des Begriffs des assoziierten Bündels in Kapitel 2, weiter vertieft. Wie
im Anhang beschrieben, liefert zum Beispiel die Darstellung ρ von G auf dem

Vektorraum V die Darstellung
∗
ρ von G auf dem dualen Raum V ∗ mit

∗
ρ (g) = (ρ(g)⊤)−1 für alle g ∈ G.

Ist ρ∗ die adjungierte Darstellung zu ρ auf V, dann ist die adjungierte Dar-

stellung zu
∗
ρ gegeben durch

∗
ρ∗ (A) = −ρ∗(A)⊤ für alle A ∈ g.

Diese Beziehung spiegelt sich in der Konstruktion 1. gerade wider.

Bezeichnung: Ein Zusammenhang auf E mit StrukturgruppeG, wobeiG eine
echte Teilmenge von GLnR ist, etwa O(n), heißt mit der durch G vermittelten
Struktur auf E verträglich, falls die lokalen Zusammenhangsmatrizen ihre
Werte in der zugehörigen Lialgebra g ⊂MnR annehmen, etwa g = o(n).

Ein Beispiel für einen solchen Zusammenhang, mit G = O(n) ist der Levi-
Civita-Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit M . Wählt man nämlich als
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lokale Rahmung des Tangentialbündels eine Orthonormalbasis, so sieht man
aus der Bedingung 1. an diesen Zusammenhang, dass die Koeffizienten die
Symmetriebedingung Γijk = −Γkji erfüllen, d.h. die zugehörigen Matrizen sind
schiefsymmetrisch, also aus o(n).

2.1 Zusammenhänge auf Prinzipalbündeln

2.1.1 Zwei äquivalente Definitionen

Betrachtet wird im Folgenden ein Prinzipalbündel P (M,π,G) mit dem Total-
raum P und der Rechtsoperation R : P ×G→ P mit R(z, g) = Rg(z) = zg.
Durch jeden Punkt z der Mannigfaltigkeit P verläuft die Faser π−1(π(z))
des Bündels, die über eine lokale Karte ψα : π−1(Uα)→ Uα ×G diffeomorph
zu G ist, dabei wird die Einschränkung von ψα auf eine Faser ebenfalls mit
ψα : π−1(π(z)) → G bezeichnet. Für ψα(z) = (x, h) ist ψα(zg) = (x, hg)
und Rg entspricht auf den Fasern der Rechtsoperation von G auf sich. Die
Operation R ist auf den Fasern also frei und transitiv und liefert dort für
jedes g ∈ G einen Automorphismus. Im Punkt z ∈ P gibt es in natürlicher
Weise einen Unterraum Vz des Tangentialraums TzP . Vz heißt die Menge der
vertikalen Vektoren in z. Definiert wird diese Menge gemäß der Anschauung
als Tangentialraum an die Faser durch z

Vz = Tzπ
−1(π(z)).

Es gilt dann insbesondere π∗v = 0 für alle Vektoren v aus Vz , da π einge-
schränkt auf die Faser konstant ist, und somit Vz =kerπ∗. Die Dimension von
Vz ist gleich der Dimension der Liealgebra TeG ∼= g von G, denn wegen der
Identifizierung G ∼= π−1(π(z)) folgt die Isomorphie TeG ∼= Tzπ

−1(π(z)) und
somit die Isomorphie g ∼= Vz. Außerdem gilt für alle g ∈ G und z ∈ P

Vzg = (Rg)∗Vz,

da, weil Rg ein Automorphismus der Faser ist, (Rg)∗ einen Isomorphismus
zwischen den Tangentialräumen zweier Punkte der Faser liefert.
Die Zuordnung z 7→ Vz ist glatt in dem Sinne, dass es zu jedem Punkt z aus
P eine Umgebung U von z in P und Vektorfelder X1, ..., Xdimg ∈ Γ(TU) gibt,
so dass X1(y), ..., Xdimg(y) für alle y aus U eine Basis von Vy bilden.

Um das zu sehen, reicht es aus, einen Homomorphismus von g nach Γ(TP )
zu finden, dessen Bild aus Vektorfeldern X mit Werten X(z) in Vz ⊂ TzP
besteht, und der ein Isomorphismus auf das Bild ist. Betrachtet wird dazu
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die Abbildung
λz : G→ P mit λz(g) = zg

und die daraus resultierende Abbildung

λ : g→ Γ(TP ) mit (λA)(z) = (λz)∗A für alle z ∈ P.

Diese Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus, und außerdem gilt

π∗(λz)∗A = (π ◦ λz)∗A = 0 ,

da π ◦ λz : G→M konstant ist. Deshalb ist (λA)(z) für alle z ein vertikaler
Vektor. Außerdem ist λ ein Isomorphismus auf das Bild, da G durch λz
bijektiv auf die Faser π−1(π(z)) abgebildet wird und G transitiv und frei auf
ihr operiert. Man sieht insbesondere, dass U = P gewählt werden kann, und
dass das vertikale Bündel V P =

⋃
z∈P

Vz ein triviales Unterbündel von TP ist.

Definition 2.6. Zu A aus g ist das Fundamentalvektorfeld (λA) aus Γ(TP )
definiert durch

(λA)(z) = (λz)∗A

für alle z aus P . Dabei ist λz : G→ P mit λz(g) = zg.

Man hat ganz natürlich den Begriff des vertikalen Vektors und der vertikalen
Vektorfelder, als Schnitte in dem vertikalen Bündel, erhalten. Was einem
die Anschauung nicht mehr liefert, ist der horizontale Vektor. Dieses Manko
motiviert die folgende

Definition 2.7. Ein Zusammenhang auf P ist eine Zuordnung H von P in
die Menge der Unterräume von TP mit den Eigenschaften

(i) Die Zuordnung H : z 7→ Hz ⊂ TzP ist glatt

(ii) Hz ⊕ Vz = TzP für alle z ∈ P

(iii) Hzg = (Rg)∗Hz für alle z ∈ P und g ∈ G

Die Elemente aus Hz heißen wegen der Eigenschaft (ii) horizontale Vektoren.

HP =
⋃
z∈P Hz ist wegen Eigenschaft (i) ein Unterbündel von TP und es gilt

TP = HP⊕V P . Man nennt HP das horizontale Bündel. Für die horizontalen
Vektoren ist π∗ : Hz → Tπ(z)M ein Isomorphismus, da π∗ surjektiv und auf Vz
Null ist. Die faserweisen Projektionen von TP aufHP bzw. V P werden mit pH
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bzw. pV bezeichnet. Sie vertauschen mit allen Rechtsoperationen (Rg)∗, denn
es gilt pH ◦ (Rg)∗v = pH((Rg)∗ ◦pH(v)+ (Rg)∗ ◦pV (v)) = pH ◦ (Rg)∗ ◦pH(v) =
(Rg)∗ ◦ pH(v) (analog auch für pV statt pH) - die zweite und dritte Gleichheit
folgt dabei aus der Eigenschaft (iii) des Zusammenhangs H und der analogen
Eigenschaft der vertikalen Räume.

Zum Zusammenhang H gibt es eine 1-Form ω auf P mit Werten in der
Liealgebra g von G. Sie ist für alle z ∈ P und v ∈ TzP definiert durch

ωz(v) = (λz)
−1
∗ (pV (v))

und heißt die Zusammenhangsform zum Zusammenhang H auf P . Es gilt der
folgende

Satz 2.8. Ist H ein Zusammenhang auf P und ist ω ∈ Γ(Λ1T ∗P ⊗ g) die
zugehörige Zusammenhangsform, so hat diese die Eigenschaften

(1) ωz(Hz) = 0 für alle z ∈ P

(2) ωz((λB)(z)) = B für alle z ∈ P und B ∈ g

(3) (Rg)
∗ω = Adg−1 ◦ ω für alle g ∈ G

Ferner gibt es zu jeder 1-Form ω ∈ Γ(Λ1T ∗P ⊗ g) mit den Eigenschaften (2)
und (3) genau einen Zusammenhang H auf P mit ω als Zusammenhangsform.

Dabei ist Ad die adjungierte Darstellung von G auf g: Adg = (autg)∗ mit
autg(h) = ghg−1 und (Adg)

−1 = Adg−1 . Beweis. Ist H ein Zuammenhang
auf P und ω die Zusammenhangsform, so folgen die Eigenschaften (1) und (2)
direkt aus der Definition von ωDie (3) Aussage folgt aus λzg = Rg ◦ λz ◦ αg,
denn damit gilt

((Rg)
∗ω)z(v) = ωzg((Rg)∗v)

= (λzg)
−1
∗ ◦ pV ((Rg)∗v)

= (Rg ◦ λz ◦ αg)−1
∗ ◦ pV ((Rg)∗v)

= (Adg)
−1 ◦ (λz)−1

∗ ◦ (Rg)
−1
∗ ◦ pV ((Rg)∗v)

= Adg−1 ◦ (λz)−1
∗ ◦ (Rg)

−1
∗ ◦ (Rg)∗ ◦ pV (v)

= Adg−1 ◦ (λz)−1
∗ ◦ pV (v)

= Adg−1ωz(v).
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Ist umgekehrt ω ∈ Γ(Λ1T ∗P ⊗ g) mit den Eigenschaften (2) und (3) gegeben,
so sei H definiert durch

Hz = kerωz.

Diese Räume erfüllen wegen der Eigenschaft 2. die Eigenschaft (ii) für Zu-
sammenhänge. Die Bedingung (iii) gilt, denn für v ∈ Hz ist

ωzg((Rg)∗v) = ((Rg)
∗ω)z(v) = Adg−1 ◦ ωz(v) = 0 ,

also (Rg)∗v ∈ Hzg. Das heißt also (Rg)∗Hz ⊂ Hzg. Die Gleichheit folgt wegen
(Rg)∗Vz = Vzg und TzP = Hz ⊕ Vz aus der Tatsache, dass (Rg)∗ ein Isomor-
phismus ist. □

Man hat jetzt die folgende zu Definition 1.11 äquivalente

Definition 2.9. Ein Zusammenhang auf einem Prinzipalbündel P ist eine
1-Form ω auf P mit Werten in g, so dass die Eigenschaften (2) und (3) aus
dem letzten Satz erfüllt sind.

Wegen der Äquivalenz werden im Folgenden, wenn von einem Zusammenhang
auf einem Prinzipalbündel gesprochen wird, die Begriffe horizontale Vektoren
und Zusammenhangsform parallel benutzt.

2.1.2 Die lokale Darstellung des Zusammenhangs und das totale
äußere Differential

Die Definition eines Zusammenhangs auf einem Prinzipalbündel P (M,π,G)
ist vom Ansatz her eine andere als die Definition im Fall eines Vektorbündels.
Eine gewisse Ähnlichkeit wird sich bei der Betrachtung der lokalen Darstellung
des Zusammenhangs und speziell bei der Untersuchung des Verhaltens bei
einem Kartenwechsel herausstellen. Wie im anschließenden Kapitel erläutert
wird, ist diese Ähnlichkeit nicht überraschend.

Zur Basismannigfaltigkeit M ist {Uα} eine Überdeckung mit Bündelkarten
(Uα, ψα). Dabei ist, ψα : π−1(Uα)→ Uα×G ein fasertreuer Diffeomorphismus,
dessen Einschränkung auf die Faser, gesehen als Abbildung von π−1(x) nach
G, ebenfalls mit ψα bezeichnet wird. Zu jedem α gibt es einen ausgezeichneten
lokalen Schnitt sα : Uα → π−1(Uα) durch P , den trivialen lokalen Schnitt.
Dieser ist, wenn e das neutrale Element in G bezeichnet, gegeben durch

sα(x) = ψ−1
α (x, e).
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Bemerkung 2.10. Die trivialen lokalen Schnitte sα transformieren sich bei
einem Kartenwechsel mit den Übergangsfunktionen gαβ : Uα ∩ Uβ → G gemäß

sα(x) = sβ(x)gβα(x) für alle x ∈ Uα.

Beweis. Die Übergangsfunktionen sind definiert durch gαβ(x) · h = ψα ◦
ψ−1
β (x, h) für alle x ∈ Uα ∩ Uβ und h ∈ G. Damit folgt

sα(x) = ψ−1
α (x, e)

= ψ−1
β ◦ ψβ ◦ ψ

−1
α (x, e)

= ψ−1
β (x, gβα(x)e)

= ψ−1
β (x, egβα(x))

= Rgβα ◦ ψ−1
β (x, e)

= Rgβαsβ(x)

= sβ(x)gβα.

Das beweist die Bemerkung. □

Mit Hilfe dieser Schnitte sα definiert man zur Zusammenhangsform
ω ∈ Γ(Λ1T ∗P ⊗ g) die lokalen Zusammenhangsformen Aα als 1-Formen
auf Uα mit Werten in der Liealgebra g durch

Aα = s∗αω.

Dies zeigt die erste Ähnlichkeit zu der Definition eines Zusammenhangs auf
einem Vektorbündel, denn ist G eine Matrixgruppe, und g eine Unteralgebra
der Matrizen, so haben die lokalen Zusammenhangsformen hier und dort die
gleiche Gestalt.

Das Transformationsverhalten der lokalen Darstellungen der Form ω wird
geklärt durch den folgenden

Satz 2.11. Ist s :M → P ein Schnitt in P und g :M → G eine G-wertige
Funktion auf M , so gilt für den Schnitt t = s · g

t∗ω = Adg−1(s∗ω) + g−1dg.

Dabei ist g−1dg(v) = (lg−1)∗g∗(v) für alle v ∈ TxM , mit der Linksopera-
tion l von G auf sich selbst, also lgh = gh. Analog schreibt man für die
Rechtsoperation r von G auf sich rgh = hg.
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Beweis. R ist die Rechtsoperation von G auf P , das heißt R : P ×G→ P
mit R(z, g) = Rg(z) = λz(g). Für den Schnitt t(x) = s(x)g(x) gilt wegen
der Produktregel t∗ = (Rg)∗s∗ + (λz)∗g∗. Außerdem gilt λz = λz ◦ rg ◦ rg−1 =
Rg ◦ λz ◦ rg−1 . Faßt man das zusammen, so rechnet man für x ∈ M und
v ∈ TxM :

(t∗ω)x(v) = ωt(x) (t∗v) = ωt(x)
[
(Rg)∗(s∗v + (λs(x))∗(rg−1)∗g∗v)

]
.

Da (rg−1)∗g∗v ∈ TeG kann man die Definition des Fundamentalvektorfeldes
anwenden und das liefert dann weiter

(t∗ω)x(v) = ωt(x) [(Rg)∗ (s∗v + λ ((rg−1)∗g∗v) (s(x)))]

= ((Rg)
∗ω)s(x) (s∗v + λ ((rg−1)∗g∗v) (s(x))) .

Wegen der Eigenschaften (2) und (3) der Zusammenhangsform und wegen
Adg−1 ◦ (rg−1)∗ = (autg−1 ◦ rg−1)∗ = (lg−1)∗ folgt:

(t∗ω)x(v) = Adg−1

(
ωs(x) (s∗v) + ωs(x) (λ ((rg−1)∗g∗v) (s(x)))

)
= Adg−1 ((s∗ω)x (v) + (rg−1)∗g∗v)

= (Adg−1s∗ω + (lg−1)∗g∗)x (v).

Insgesamt hat man
t∗ω = Adg−1s∗ω + (lg−1)∗g∗ ,

also die Behauptung. □

Als Folgerung erhält man somit das Transformationsverhalten der lokalen
Zusammenhangsformen des Zusammenhangs ω auf P zu

Aα = Adgαβ
(Aβ) + gαβdg

−1
αβ .

Dazu setzt man in Satz 1.15 t = sα, s = sβ und g = gβα.

An dieser Stelle ist die Analogie der Zusammenhangsbegriffe augenscheinlich:
Die lokalen Zusammenhangsformen auf Prinzipal- und Vektorbündeln haben
das gleiche Aussehen und auch das gleiche Transformationsverhalten. Diese
Analogie geht aber noch weiter, denn im nächsten Kapitel wird sogar gezeigt,
dass die zwei Begriffe äquivalent sind. Um diese Äquivalenz beschreiben zu
können, benötigt man noch einige Bezeichnungen und Schreibweisen.

Ist V ein R-Vektorraum, so kann man die k-Formen auf P mit Werten in V
betrachten. Ist T so eine k-Form und S eine l-Form mit Werten in eventuell
einem anderen Vektorraum W , und ist {vi} eine Basis von V und {wj} eine
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Basis vonW , so kann man T und S mit geeigneten k-Formen Ti und l-Formen
Sj auf P in der Form

T = Tiv
i und S = Sjw

j

darstellen. Das äußere Produkt T ∧ S ist dann eine (k + l)-Form auf P mit
Werten in V ⊗W mit

T ∧ S = Ti ∧ Sjvi ⊗ wj.

Spezialfälle sind hierbei:

k = l = 0 : T ∧ S = T ⊗ S
k = 0, dimV = 1 : T ∧ S = TS

dimV = dimW = 1 : T ∧ S = T ∧ S

Zwei Eigenschaften, die so eine Differentialform besitzen kann, werden noch
eine wichtige Rolle spielen, deshalb widmet man ihnen die

Definition 2.12. Ist ρ eine Darstellung von G auf V , so sagt man die k-Form
T auf P mit Werten in V ist vom Typ ρ, wenn für alle g ∈ G gilt

(Rg)
∗T = ρ(g−1)T .

Das heißt für z ∈ P und v1, ..., vk ∈ TzP ist dann

Tzg((Rg)∗v1, ..., (Rg)∗vk) = ρ(g−1)Tz(v1, ..., vk).

Außerdem nennt man eine solche k-Form horizontal, wenn für z ∈ P und
v1, ..., vk ∈ TzP gilt

Tz(v1, ..., vk) = 0, falls einer der Einträge ein vertikaler Vektor ist.

Ist σ eine Darstellung von G auf W und sind T und S wie oben, dann gilt

1. Ist T vom Typ ρ und S vom Typ σ, so ist T ∧ S vom Typ ρ⊗ σ.

2. Sind T und S horizontal, so auch T ∧ S.

Beispiel. Die Zusammenhangsform ω auf P ist eine 1-Form mit Werten in
dem Vektorraum g und ω ist vom Typ Ad.

Es folgt die wichtige
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Definition 2.13. Ist V ein Vektorraum und T eine k-Form auf P mit Werten
in V , so ist das totale äußere Differential von T zum Zusammenhang H auf
P definiert als die (k + 1)-Form DT auf P mit Werten in V die gegeben ist
durch

DTz(v0, ..., vk) = dTz(pH(v0), ..., pH(vk))

für alle z ∈ P und v0, ..., vk ∈ TzP .

Sind T und S wie oben, so hat das totale äußere Differential die Eigenschaften

A) D(T + S) = DT +DS und D(T ∧ S) = DT ∧ S + (−1)kT ∧DS

B) Ist T vom Typ ρ, so ist DT horizontal und vom Typ ρ.

Die Eigenschaften in A) und die Eigenschaft horizontal zu sein, folgen direkt
aus der Definition, da diese D auf d zurückführt, und wegen der Tatsache,
dass pH angewendet auf vertikale Vektoren Null ist. Um zu sehen, dass DT
vom Typ ρ ist, falls das für T der Fall ist, ist zu zeigen, dass für g ∈ G

(Rg)
∗DT = ρ(g−1)DT

gilt. Dazu rechnet man für z ∈ P und v0, ..., vk ∈ TzP :

((Rg)
∗DT )z(v0, ..., vk) = DTzg((Rg)∗v0, ..., (Rg)∗vk)

= dTzg(pH ◦ (Rg)∗v0, ..., pH ◦ (Rg)∗vk)

= dTzg((Rg)∗ ◦ pH(v0), ..., (Rg)∗ ◦ pH(vk))
= ((Rg)

∗dT )z(pH(v0), ..., pH(vk))

= (d((Rg)
∗T ))z(pH(v0), ..., pH(vk))

= (d(ρ(g−1)T ))z(pH(v0), ..., pH(vk))

= ρ(g−1)(dT )z(pH(v0), ..., pH(vk))

= ρ(g−1)(DT )z(v0, ..., vk).

Dieses Differential bildet gemeinsam mit den lokalen Zusammenhangsformen
Aα die Grundlage für die weiteren Untersuchungen.

3 Die Äquivalenz der Zusammenhangsbegriffe

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die verschiedenen Zusammenhangsbegriffe, auf
die im vorigen Paragraphen eingegangen wurde, zu vereinen. Man hat schon
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gesehen, dass ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit ein Spezialfall
eines Zusammenhangs auf einem Vektorbündel ist, nämlich dem Tangenti-
albündel dieser Mannigfaltigkeit. Im Folgenden wird gezeigt, dass der Begriff
des Zusammenhangs auf einem Prinzipalbündel vertauschbar ist mit dem auf
einem Vektorbündel. Genauer heißt das, dass man jedem Prinzipalbündel P
und jedem Zusammenhang auf P ein Vektorbündel E und einen Zusammen-
hang auf E zuordnen kann, und umgekehrt. Dazu wird im ersten Abschnitt
geklärt, wie einem Prinzipal- ein Vektorbündel zuzuordnen ist. Das liefert
dann den Begriff des assoziierten Vektorbündels. Umgekehrt wird auch ge-
klärt, wie man einem Vektor- ein Prinzipalbündel zuordnet, was zum Begriff
des Rahmenbündels führt. Dazu wird das Beispiel des Tangentialbündels
ausführlich behandelt. Anschließend wird dann der Zusammenhang in die
Überlegungen einbezogen.

Die grundlegenden Objekte in diesem und den folgenden Abschnitten sind
ein Prinzipalbündel P (M,π,G) mit Rechtsoperation R, ein n-dimensionaler
Vektorraum V und eine lineare Darstellung ρ : G→ GL(V ) der Liegruppe G
auf V . Ferner ist g die Liealgebra zur Liegruppe G.

3.1 Assoziierte Bündel

3.1.1 Konstruktion assoziierter Bündel

Konstruiert wird ein Vektorbündel E(M,πE, V ) mit Standardfaser V , dessen
Übergangsfunktionen hαβ bis auf die Wirkung der Darstellung ρ die Gleichen
sind, wie die Übergangsfunktionen gαβ des Prinzipalbündels P , also hαβ =
ρ(gαβ). Dazu betrachte man die Produktmannigfaltigkeit P × V und auf ihr
die Rechtsoperation R̃ von G gegeben durch

R̃ : P × V ×G→ P × V mit R̃(z, v, g) = (zg, ρ(g−1)v).

Dividiert man diese Operation heraus, so bezeichne

P ×ρ V

die Menge der entstehenden Orbits. Das heißt, man identifiziert Elemente
(z, v) und (y, w) aus P × V , wenn es ein g aus G gibt mit zg = y und
ρ(g−1)v = w. Bezeichnet man mit π̂ und p die Projektionen

π̂ : P × V → P ×ρ V und p : P × V → P
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so liefert das eine Abbildung πE : P ×ρ V →M , die das folgende Diagramm
kommutativ macht.

P × V

p

��

π̂ // P ×ρ V

πE

��
P

π // U2

Gezeigt wird mit Hilfe dieser Konstruktion der

Satz 3.1. In dem obigen Diagramm gilt:

1) P ×ρ V (M,πE, V ) ist ein Vektorbündel.

2) π̂ ist eine fasertreue Abbildung, und die Einschränkung auf eine Faserπ̂z :
{z} × V → π−1

E (π(z)) ist ein Diffeomorphismus.

3) P × V (P ×ρ V, π̂, G) ist ein Prinzipalbündel mit Rechtsoperation R̃.

4) p ist ein Homomorphismus zwischen Prinzipalbündeln.

Bevor der Beweis dieses Satzes geliefert wird, notiert man die

Definition 3.2. Das Bündel E = P ×ρ V heißt ein über ρ assoziiertes
Vektorbündel zum Prinzipalbündel P mit Standardfaser V .

Beweis. 1) Mit Hilfe des Satzes 2 aus dem Anhang konstruiert man einen
Bündelatlas auf E = P ×ρ V . Dazu sei {Uα} eine Überdeckung von M mit
Bündelkarten von P . Ferner seien (sα) die lokalen trivialen Schnitte in P . Sie
sind mit den Übergangsfunktionen gαβ über sβ(x) = sα(x)gαβ(x) miteinander
verbunden. Man definiert

φ̃α : Uα × V → π−1
E (Uα) mit φ̃α(x, v) = π̂(sα(x), v).

Dann gilt wegen πE ◦ π̂ = π ◦ p nun π(φ̃α(x, v)) = x, und φ̃α läßt sich zu einer
Abbildung zwischen den Fasern φ̃α,x : V → π−1

E (x) einschränken. Außerdem
existiert zu jedem Orbit von R̃ genau ein v ∈ V , so dass (sα(x), v) in dem
Orbit enthalten ist. Das folgt aus der Tatsache, dass R̃ frei auf den Fasern
operiert. Also ist φ̃α,x bijektiv und somit auch φ̃α. Es gilt

(a) π̂(zg, v) = π̂(z, ρ(g)v) für alle z ∈ P , g ∈ G und v ∈ V

(b) φ̃−1
α φ̃β(x, v) = (x, ρ(gαβ(x))v) für alle (x, v) ∈ Uα ∩ Uβ × V
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Die Behauptung (a) folgt sofort, wenn man bemerkt: π̂(zg, v) = π̂(z, ρ(g)v),
falls es ein h ∈ G gibt mit zgh = z und ρ(h−1)v = ρ(g)v. Man wählt also
h = g−1.
Die Behauptung (b) folgt aus (a), denn es gilt

φ̃α(x, ρ(gαβ(x))v) = π̂(sα(x), ρ(gαβ(x))v) = π̂(sα(x)gαβ(x), v)

= π̂(sβ(x), v) = φ̃β(x, v).

Mit gαβ, ist auch φ̃
−1
α φ̃β glatt, und ein Diffeomorphismus.

Aus dem oben zitierten Satz folgt, dass E ein Faserbündel mit Bündelkarten
(Uα, φα) ist, dabei ist φα = φ̃−1

α . Insbesondere haben die Bündel E und P
(bis auf die Darstellung ρ) die gleichen Übergangsfunktionen. E ist ein Vek-
torbündel, da es auf π̂−1(x) eine lineare Struktur gibt, so dass die Abbildungen
π̂z mit (vgl (2)) π̂z : V → π−1

E (x), π(z) = x, Isomorphismen sind. Man setzt
also für Z und Z ′ aus π−1

E (x) mit π(z) = x : Z + Z ′ = π̂z(π̂
−1
z (Z) + π̂−1

z (Z ′)).

3) Man betrachte das folgende Diagramm:

Uα ×G× V
ψ̃α×id //

id×ρ

��

π−1(Uα)× V

π̂

��
Uα × V

φ̃α // π−1
E (Uα)

Es kommutiert, wenn man die Abbildung ψ̃α definiert durch

ψ̃α(x, g) = sα(x)g,

denn dann gilt

π̂ ◦ (ψ̃α × id)(x, g, v) = π̂(sα(x)g, v)

= π̂(sα(x), ρ(g)v)

= φ̃α(x, ρ(g)v)

= φ̃α ◦ (id× ρ)(x, g, v).

Man setzt Vα = π−1
E (Uα) ⊂ P ×ρ V und sieht, dass damit

π̂−1(Vα) = p−1 ◦ π−1 ◦ π−1
E (Vα) = (π ◦ p)−1(Uα) = π−1(Uα)× V

gilt. Es gibt somit Bijektionenen χ̃α : Vα ×G→ π̂−1(Vα), die definiert sind
durch

χ̃α(φ̃α(x, v), g) = (ψ̃α(x, g), ρ(g
−1)v).

Diese haben die Eigenschaften
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(c) π̂ ◦ χ̃α(Z, g) = Z, für alle Z ∈ Vα und g ∈ G

(d) χ̃α(Z, gh) = R̃ (χ̃α(Z, g), h), für alle Z ∈ Vα und g, h ∈ G

Aussage (c) gilt mit Z = φ̃α(x, v) wegen

π̂ ◦ χ̃α(Z, g) = π̂ ◦ χ̃α(φ̃α(x, v), g)
= π̂(ψ̃α(x, g), ρ(g

−1)v)

= π̂(sα(x)g, ρ(g
−1)v)

(a)
= π̂(sα(x), v)

= φ̃α(x, v) = Z.

Aussage (d) folgt mit einer ähnlich einfachen Rechnung aus

χ̃α(Z, gh) = χ̃α(φ̃α(x, v), gh)

= (ψ̃α(x, gh), ρ((gh)
−1)v)

= (sα(x)gh, ρ(h
−1)ρ(g−1)v)

= R̃
(
sα(x)g, ρ(g

−1)v, h
)

= R̃
(
ψ̃α(x, g), ρ(g

−1)v, h
)

= R̃ (χ̃α(φ̃α(x, v), g), h)

= R̃ (χ̃α(Z, g), h) .

(c) bedeutet, dass es sich bei χα = χ̃−1
α um die gewünschten Bündelkarten

handelt, und (d) zeigt die Verträglichkeit mit der Rechtsoperation.
Es gilt mit Z = φ̃α(x, v):

χ−1
β (Z, g) = (ψ̃β(x, g), ρ(g

−1)v)

= (sβ(x)g, ρ(g
−1)v)

= (sα(x)gαβ(x)g, ρ(g
−1)v)

= (ψ̃α(x, gαβ(x)g), ρ(g
−1)v)

= χ−1
α (φ̃α(x, ρ(gαβ(x))v), gαβ(x)g)

(b)
= χ−1

α (φ̃β(x, v), gαβ(x)g)

= χ−1
α (Z, gαβ(x)g).

Dies zeigt, dass die Übergangsfunktionen kαβ : Vα∩Vβ → Gmit χαχ
−1
β (Z, g) =

(Z, kαβ(Z)g) glatt sind, denn es gilt kαβ(Z) = gαβ(πE(Z)).
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2) π̂ ist eine fasertreue Abbildung zwischen P × V und P ×ρ V , in dem Sinne,
dass für (z, v) ∈ π−1(x)×V , wegen der Kommutativität des ersten Diagramms
πE ◦ π̂(z, v) = x gilt. Wegen des zweiten Diagramms, ist die Einschränkung
π̂z von π̂ auf {z} × V ein Diffeomorphismus auf das Bild π−1

E (π(z)).

4) Diese Aussage folgt direkt aus dem ersten Diagramm und der Tatsache,
dass p mit den Rechtsoperationen verträglich ist, denn es gilt

p(R̃g(z, v)) = p(zg, ρ(g−1)v) = zg = Rg(z) = Rg(p(z, v)) .

□

Wie oben angekündigt, kann man umgekehrt zu einem gegebenem Vek-
torbündel E(M,πE, V ) ein Prinzipalbündel P konstruieren. Dazu betrachtet
man zu x ∈M die Menge der linearen Isomorphismen von V nach Vx = π−1

E (x),
L(V, Vx). Der Totalraum des zu konstruierenden Bündels P ist

P =
⋃
x∈M

L(V, Vx),

und die Projektion von P auf die Basismannigfaltigkeit M ist die Abbildung
π mit

π(z) = x⇐⇒ z ∈ L(V, Vx).

Das so konstruierte Bündel hat die gleichen Übergangsfunktionen wie das
Ausgangsbündel E.
Mit diesen Bezeichnungen gilt dann der

Satz 3.3. Die Menge P =
⋃
x∈M
L(V, Vx) mit der Projektion π ist ein Prinzi-

palbündel über M mit Standardfaser GL(V ).

Beweis. Ist {(Uα, φα)} eine Überdeckung von M mit Bündelkarten φα :
π−1
E (Uα)→ Uα×V , so ist der eingeschränkte Diffeomorphismus φα,x : Vx → V

ein linearer Isomorphismus. Dieser liefert eine Bijektion ψα,x : GL(V ) →
L(V, Vx) durch ψα,x(Φ) = φ−1

α,x ◦ Φ. Diese Abbildungen liefern ihrerseits eben-
falls bijektive Abbildungen ψα : Uα × GL(V ) → π−1(Uα) durch ψα(x,Φ) =
ψα,x(Φ). Dabei gilt ψ

−1
α ψβ(x,Φ) = (x, φα,x ◦ φ−1

β,x ◦ Φ) und die Übergangs-
funktionen ψ−1

α ψβ(x,Φ) = (x, gαβ(x)Φ) sind glatt, insbesondere sind das auch
gerade die Übergangsfunktionen von E. Wegen des Satzes 2 aus dem Anhang
ist somit P (M,π,GL(V )) ein Faserbündel mit Strukturgruppe GL(V ). Eine
Operation von GL(V ) auf P ist gegeben durch RΦ(Ψx) = Ψx ◦ Φ, für Φ aus
GL(V ) und Ψx aus der Faser L(V, Vx). Auf diese Weise operiert GL(V ) von
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rechts, und es gilt natürlich RΦ ◦ ψα(x,Ψ) = ψα(x,Ψ ◦ Φ). R macht P zu
einem Prinzipalbündel. □

Als Folgerung kann man grob sagen: Ein Vektorbündel und ein Prinzipalbündel
sind assoziiert, wenn sie die gleichen Übergangsfunktionen haben.

Bemerkung. Man kann statt eines Vektorraumes V in der ersten Kon-
struktion eine beliebige Mannigfaltigkeit F verwenden, auf die G über eine
Darstellung σ : G→ Aut(F ) operiert. Man erhält dann ein zu P assoziiertes
Bündel P ×σ F , das dann in der Regel kein Vektorbündel ist.

3.1.2 Beispiel: Das Repèrebündel

Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Tangentialbündel

TM(M,πT ,R
n),

so konstruiert man auf natürliche Weise ein zu TM assoziiertes Prinzi-
palbündel. Dieses Bündel heißt das Rahmenbündel oder das Repèrebündel

RM(M,πR, GLnR)

von M .

Die Konstruktion geht auf die ”Methode der bewegten Basen” nach E. Car-
tan zurück. Die Idee besteht darin das Verhalten der Mannigfaltigkeit M ,
beschrieben durch Paralleltransport, Krümmung, Torsion etc., durch eine
Zusammenhangsform auf dem Repèrebündel zu beschreiben. Die allgemeine
Gültigkeit dieses Konzeptes, zeigt der Abschnitt 2.2.

Zur Konstruktion des Repèrebündels definiert man die Faser, den Totalraum
und die Projektion durch

RxM = {(b1, ..., bn) ∈ (TxM)n ; {b1, ..., bn} ist eine Basis von TxM}

RM =
⋃
x∈M

RxM

und
πR : RM →M mit RxM ∋ b 7→ π(b) = x.

Zu M hat man eine Überdeckung (Uα) mit Koordinaten x1α, ..., x
n
α. Diese

liefern Bündelkarten (Uα, φα) für TM mit

φ−1
α : Uα ×Rn → π−1

T (Uα) mit (x, (v1, ..., vn)) 7→ vi
∂

∂xiα
.
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Beim Übergang von einer Karte (Uα, φα) zu einer Karte (Uβ, φβ) entsprechen
die Übergangsfunktionen gαβ natürlich den Matrizen des Koordinatenwechsels,
denn für (x, v) ∈ Uα ∩ Uβ ×Rn ist

(x, gαβ(x)v) = φα ◦ φ−1
β (x, v)

= φα(x, v
i ∂

∂xiβ

∣∣∣
x
)

= φα(x, v
i∂x

j
α

∂xiβ
(x)

∂

∂xjα

∣∣∣
x
)

= (x, (
∂x1α
∂xiβ

(x)vi, ...,
∂xnα
∂xiβ

(x)vi))

= (x,

(
∂xiα
∂xjβ

(x)

)
ij

· v).

Da jede Basis {bi} von TxM lokal über der Menge Uα nach der Basis (
∂

∂xiα

∣∣∣
x
)

entwickelt werden kann, hat sie die Form

bi = bji
∂

∂xjα

∣∣∣
x

mit einer Matrix B = (bji ), deren Determinante nicht verschwindet. Man
bekommt so eine faserweise bijektive Abbildung

ϕ−1
α : Uα ×GLnR→ π−1

R (Uα) mit ϕ−1
α (x,B) = (bj1

∂

∂xjα

∣∣∣
x
, ..., bjn

∂

∂xjα

∣∣∣
x
).

Beim Wechsel der Karte ergeben sich folgende Übergangsfunktionen hαβ:

(x, hαβ(x)B) = ϕα ◦ ϕ−1
β (x,B)

= ϕα((b
j
i

∂

∂xjβ

∣∣∣
x
)i)

= ϕα(x, (b
j
i

∂xkα
∂xjβ

(x)
∂

∂xkα

∣∣∣
x
)i)

= (x,

(
bki
∂xjα
∂xkβ

(x)

)
ij

)

= (x,

(
∂xiα
∂xjβ

(x)

)
ij

·B)
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= (x, gαβ(x)B).

Da hαβ mit gαβ übereinstimmt, sind die Übergangsfunktionen natürlich glatt,
und analog zur Argumentation in Satz 2.3 ist RM ein Faserbündel mit
Strukturgruppe und Faser GLnR.

Die Rechtsoperation von GLnR auf RM ist gegeben durch die Zuordnung

(C = (cji )ij, (b1, ..., bn)) 7→ RC(b1, ..., bn) = (cj1bj, ..., c
j
nbj)

und entspricht der Rechtsmultiplikation von Matrizen, denn nun gilt

RCϕ
−1
α (x,B) = RC(b

j
1

∂

∂xjα

∣∣∣
x
, ..., bjn

∂

∂xjα

∣∣∣
x
)

= (ck1b
j
k

∂

∂xjα

∣∣∣
x
, ..., cknb

j
k

∂

∂xjα

∣∣∣
x
)

= ϕ−1
α (x, (bikc

k
j ))

= ϕ−1
α (x,BC).

Damit ist gezeigt, dass das Repèrebündel ein auf natürliche Weise zu TM
assoziiertes Prinzipalbündel ist.

3.1.3 Die affine Struktur der Zusammenhänge

Ein spezielles zum Prinzipalbündel P assoziiertes Vektorbündel ist das Bündel
über M mit der Standardfaser g und der Operation Ad von G auf g. Dieses
Bündel heißt das adjungierte Bündel zu P , und wird mit

AdP = P ×Ad g

bezeichnet. Die Schnitte in AdP sind lokal Funktionen auf M mit Werten in
g, deren Transformationsverhalten bei Kartenwechsel gegeben ist durch

sα = gαβsβg
−1
αβ .

Dabei sind sα und sβ die lokalen Darstellungen des betrachteten Schnittes,
und gαβ ist die Übergangsfunktion zwischen den entsprechenden Karten in
P . Der Ausdruck gsg−1 steht hier für Adgs, in Anlehnung an die Darstellung
von Ad im Falle von Matrixgruppen.

Sind ω und ω̃ Zusammenhänge auf P mit den lokalen Darstellungen Aα und
Ãα und dem Transformationsverhalten

Aα = gαβAβg
−1
αβ + gαβdg

−1
aβ ,

35



und analog für Ãα, so sieht man, dass für die lokalen Darstellungen Aα − Ãα
der Differenz ω − ω̃, Folgendes gilt

Aα − Ãα = gαβ

(
Aβ − Ãβ

)
g−1
αβ .

Die restlichen Terme heben sich gerade gegenseitig auf. Das bedeutet, dass
sich ω − ω̃ als 1-Form mit Werten in dem Bündel AdP , also als Element aus
Ω1(AdP ) = Γ (Λ1T ∗M ⊗ AdP ), interpretieren läßt.

Das bedeutet weiter, dass die Menge A aller Zusammenhänge auf dem Prinzi-
palbündel P ein affiner Raum ist. Wählt man einen beliebigen Zusammenhang
als Nullpunkt, so ist A ∼= Ω1(AdP ).

3.2 Die Äquivalenz der verschiedenen Zusammenhangsbegriffe

Ist E(M,πE, V ) ein über ρ zum Prinzipalbündel P (M,π,G) assoziiertes
Vektorbündel, so kann man zu z ∈ P die Abbildung [z] : V → π−1

E (π(z))
betrachten. Diese ist über eine Karte (Uα, φα) von E und (Uα, ψα) von P
definiert durch

[z]v = φ−1
α (ρ(ψα(z))v)

Diese Definition ist von der Wahl der Karten unabhängig, denn für zwei
weitere Karten (Uβ, φβ) und (Uβ, ψβ) gilt:

φ−1
β (ρ(ψβ(z))v) = φ−1

α ◦ (φα ◦ φ−1
β )(ρ(ψβ(z))v)

= φ−1
α (ρ(gαβ(x))ρ(ψβ(z))v)

= φ−1
α (ρ(ψα ◦ ψ−1

β ◦ ψβ(z))v)
= φ−1

α (ρ(ψα(z))v).

Lokal bewirkt diese Abbildung für ψα(z) = (x, g) gerade φα([z]v) = ρ(g)v,
und sie hat die Eigenschaft

[zg]v = [z]ρ(g)v,

denn

[zg]v = φ−1
α (ρ(ψα(zg))v)

= φ−1
α (ρ(ψα(z)g)v)

= φ−1
α (ρ(ψα(z))ρ(g)v) = [z]ρ(g)v.

Hat man eine k-Form S auf M mit Werten in E gegeben – das heißt, für alle
x ∈ M und alle w1, ..., wk ∈ TxM gilt gilt πE(Sx(w1, ..., wk)) = x – so kann
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man dieser eine k-Form Ŝ auf P mit Werten in V wie folgt zuordnen. Man
setzt für z ∈ P und v1, ..., vk ∈ TzP

Ŝz(v1, ..., vk) = [z]−1Sπ(z)(π∗v1, ..., π∗vk).

Diese hat die Eigenschaften

(i) Ŝ ist vom Typ ρ,

denn sind z ∈ P und v1, ..., vk ∈ TzP , so gilt für g ∈ G

((Rg)
∗Ŝ)z(v1, ..., vk) = Ŝzg((Rg)∗v1, ..., (Rg)∗vk)

= [zg]−1Sπ(zg)(π∗(Rg)∗v1, ..., π∗(Rg)∗vk)

= ρ(g−1)[z]−1Sπ(z)(π∗v1, ..., π∗vk)

= ρ(g−1)Ŝz(v1, ..., vk).

Dabei gilt die vorletzte Gleichheit wegen π ◦Rg = π, also π∗(Rg)∗ = π∗.

(ii) Ŝ ist horizontal,

denn ist ein Eintrag vi von Ŝ vertikal, so ist π∗vi = 0.

Umgekehrt kann man auch zu jeder horizontalen k-Form Ŝ auf P vom Typ ρ
mit Werten in V eine k-Form S auf M mit Werten in E finden. Für x ∈M
und w1, ..., wk ∈ TxM ist diese gegeben durch

Sx(w1, ..., wk) = [z]Ŝz(v1, ..., vk)

mit z ∈ π−1(x) und v1, ..., vk ∈ TzP mit π∗vi = wi.

Diese Definition ist unabhängig von der Wahl von v1, ..., vk ∈ TzP mit der
Eigenschaft π∗vi = wi, da nur der horizontale Anteil von vi einen Beitrag zum
Argument von Ŝ liefert. Außerdem ist die Definition auch unabhängig von
der Wahl von z ∈ π−1(x). Um das zu sehen wählt man ein anderes Element
zg ∈ π−1(x) und dazu ṽ1, ..., ṽk ∈ TzgP mit π∗ṽi = wi, und rechnet:

[zg]Ŝzg(ṽ1, ..., ṽk) = [z]ρ(g)Ŝzg(ṽ1, ..., ṽk) = [z]Ŝz((Rg−1)∗ṽ1, ..., (Rg−1)∗ṽk).

Beachtet man nun noch π∗(Rg−1)∗ṽi = π∗ṽi = wi, so folgt die Unabhängigkeit
von z aus der Unabhängigkeit der Einträge vi.

Mit Hilfe der obigen Konstruktion hat man eine Bijektion hergestellt zwischen
der Menge aller k-Formen auf M mit Werten in E, und der Menge aller
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horizontalen k-Formen vom Typ ρ auf P mit Werten in V . Speziell im Fall
k = 0 bedeutet das

Γ (E)
1:1←→ {ρ− equivariante V − wertige Funktionen auf P} .

Equivariant meint dabei S(zg) = ρ(g−1)S(z) für alle z ∈ P und g ∈ G.

Um den Zusammenhang auf P mit der kovarianten Ableitung auf E zu
vergleichen benötigt man den

Satz 3.4. Sei P (M,π,G) ein Prinzipalbündel mit Zusammenhang ω, V ein
Vektorraum auf den G über eine lineare Darstellung ρ operiert und ρ∗ die zu
ρ adjungierte Darstellung von g auf V . Dann gilt für eine horizontale k-Form
T vom Typ ρ auf P mit Werten in V

DT = dT + ρ∗(ω) ∧ T.

Beweis. Um die Formel nachzuweisen, hat man für z ∈ P und v0, ..., vk ∈ TzP
die Gleichung

DTz(v0, ..., vk) = dTz (v0, ..., vk) + ρ∗(ω) ∧ T (v0, ..., vk)

nachzuweisen. Wegen der Linearität reicht es aus, dies für die folgenden drei
Fälle zu tun.

Fall 1. v0, ..., vk sind horizontale Vektoren.

In diesem Fall ist πH(vi) = vi und ρ∗(ω(vi)) = 0 für alle i. Die Behauptung
reduziert sich damit auf die Definition des totalen äußeren Differentials von
T .

Fall 2. Unter den Vektoren v0, ..., vk befinden sich mindestens zwei vertikale
Vektoren.

Die zwei vertikalen Vektoren sind ohne Beschränkung v0 und v1. Zu diesen
beiden wählt man die Fundamentalvektorfelder λA0 und λA1 mit (λA0)z = v0
und (λA1)z = v1, sowie Vektorfelder X2, ..., Xk um z mit Xi,z = vi für
i = 2, ..., k. Die linke Seite der Gleichung verschwindet, da das totale äußere
Differential eine horizontale Form liefert. Für die rechte Seite rechnet man

dTz(v0, ..., vk) = v0(T (λA1, X2, ..., Xk))− v1(T (λA0, X2, ..., Xk))

+
k∑
i=2

(−1)ivi(T (λA0, λA1, X2, ..., X̂i, ..., Xk))
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+
1∑
i=0

k∑
j=2

(−1)i+jT ([λAi, Xj], λA(i+1)mod2, X2, ..., X̂j, ..., Xk)

− T ([λA0, λA1], X2, ..., Xk)

(Dabei bedeutet ̂ über einem Eintrag, dass dieser fehlt). In dieser Summe
verschwinden alle Summanden, da in T ein Argument immer vertikal ist. Bei
dem letzten Summanden folgt das aus

[λA, λB]z = [(λA)z, (λB)z]

= [(λz)∗A, (λz)∗B]

= (λz)∗[A,B]

= (λ[A,B])z.

Außerdem gilt

ρ∗(ω) ∧ T (v0, ..., vk) =
k∑
i=0

(−1)iρ∗(ω(vi))T (v0, ..., v̂i, ..., vk) = 0,

da in T auch hier mindestens ein Eintrag vertikal ist.

Fall 3. Einer der Vektoren v0, ..., vk ist vertikal und die anderen sind horizontal.

Dieser eine Vektor ist ohne Beschränkung v0. Zu diesem wählt man wieder das
Fundamentalvektorfeld λA mit (λA)z = v0Zu den horizontalen Vektoren vi
wählt man lokale, horizontale, (Rg)∗-invariante Vektorfelder Xi mit Xi,z = vi.

Diese findet man, da es zu vi ∈ Hz ⊂ TzP über den Isomorphismus π∗ : Hz →
TxM , x = π(z), einen Vektor ṽi ∈ TxM , und zu diesem in einer Umgebung
U von x ein Vektorfeld X̃i gibt mit X̃i,x = ṽi. Mit Hilfe des Isomorphismus
π∗ liefert das eindeutig eine Zuordnung Xi : π

−1(U)→ TP mit z 7→ Xi,z =
π−1
∗ X̃i,π(z). Es bleibt noch zu zeigen, dass Xi ein Vektorfeld, also glatt, ist.

Ohne Beschränkung ist U eine Kartenumgebung von z, also π−1(U) ∼= U ×G,
bzw Tπ−1(U) ∼= TU⊕TG. Dann liefert dieser Bündelisomorphismus zu X̃i ein
Vektorfeld Yi auf π

−1(U) mit π∗Yi = X̃i, dessen horizontaler Anteil natürlich
auch glatt ist und wegen der Eindeutigkeit gerade mit Xi übereinstimmt. Da
(Rg)∗ horizontale Vektoren in ebensolche überführt, folgt die Invarianz von
Xi aus der Eindeutigkeit und aus π∗((Rg)∗Xi) = (π ◦Rg)∗Xi = π∗Xi = X̃i.

Die linke Seite der gewünschten Gleichung verschwindet wie in Fall 2 und für
die rechte Seite rechnet man auch wie im Fall 2

dTz(v0, ..., vk) = v0(T (X1, ..., Xk))
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+
k∑
i=1

(−1)ivi(T (λA,X1, ..., X̂i, ..., Xk))

+
k∑
j=1

(−1)jT ([λA,Xj], X1, ..., X̂j, ..., Xk)

+
k∑

1⩽i<j⩽k

(−1)i+jT ([Xi, Xj], λA,X1, ..., X̂i, ..., X̂j, ..., Xk).

Man bemerkt, dass wegen des vertikalen Eintrags in T die erste und die dritte
Teilsumme null ist. Das Verschwinden der mittleren Summe sieht man wie
folgt.

Die Lieklammer [λA,Xj] ist definiert durch

[λA,Xj]z = lim
t→0

1

t
(Xj − (Rg(t))∗Xj)z,

wobei g(t) ein Weg in Gmit g(0) = e ist, der das als linksinvariantes Vektorfeld
interpretierte Element A ∈ g induziert, das heißt ġ(t) = Ag(t). Dieser Weg
liefert einen Fluß Rg(t) auf P , der dann das Vektorfeld λA induziert, denn

d

dt
(Rg(t)z) =

d

dt
(λzg(t)) = (λz)∗ġ(t)

= (λz)∗Ag(t) = (λz)∗Ag(t)e

= (λz)∗(lg(t))∗Ae = (λz ◦ lg(t))∗Ae
= (λzg(t))∗Ae = (λA)zg(t).

Wegen der Invarianz ist Xj = (Rg(t))∗Xj, also [λA,Xj] = 0 und somit die
mittlere Summe Null. Es bleibt also lediglich der Term (λA)z(T (X1, ..., Xk))
übrig. Für diesen rechnet man weiter:

(λA)z(T (X1, ..., Xk)) =
d

dt
((Rg(t))

∗T (X1, ..., Xk))
∣∣
t=0

=
d

dt
((Rg(t))

∗T )((Rg(t)−1)∗X1, ..., (Rg(t)−1)∗Xk))
∣∣
t=0

=
d

dt
((Rg(t))

∗T )(X1, ..., Xk))
∣∣
t=0

=
d

dt
ρ(g(t)−1)

∣∣
t=0

T (X1, ..., Xk)

= − d

dt
ρ(g(t))|t=0 T (X1, ..., Xk)

= −ρ∗(A)T (X1, ..., Xk)
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= −ρ∗(ω(λA))T (X1, ..., Xk)

= −ρ∗(ω(λA))T (X1, ..., Xk)

= −
k∑
i=1

(−1)iρ∗(ω(Xi))T (λA,X1, ..., X̂i, ..., Xk)

= −ρ∗(ω) ∧ T (λA,X1, ..., Xk).

In diesen Umformungen gilt die dritte Gleichheit wegen der Invarianz der
Xi, die vierte, da T vom Typ ρ ist, die fünfte, da für die Inversenbildung
inv : G → G an der Stelle e ∈ G inv∗A = −A für alle A ∈ TeG = g
gilt, die sechste, da g(t) gerade der Fluß zum Vektorfeld A ist und die achte,
da die hinzugenommenen Summanden wegen der Horizontalität von T alle
verschwinden. Mit Hilfe dieser letzten Rechnung ist die Gültigkeit des Satzes
bewiesen. □

Wie man an der Zusammenhangsform ω von P erkennt, trifft der Satz für
nichthorizontale Formen im Allgemeinen nicht zu. Es gilt vielmehr der

Satz 3.5. Für die Zusammenhangsform ω auf dem Prinzipalbündel P gilt

Dω = dω +
1

2
[ω, ω] = dω + ω ∧ ω.

Schreibweise: Im Falle der linearen Darstellung ρ = Ad der Liegruppe G
auf ihrer Liealgebra g gilt ρ∗ = ad für die Darstellung von g auf sich selbst
mit adAB = [A,B]. Wählt man in g eine Basis {Ei}, dann haben zwei p- bzw.
q-Formen α bzw. β mit Werten in g die Entwicklungen α = αiEi bzw. β

iEi
mit gewöhnlichen p-Formen αi bzw. q-Formen βiDamit folgt

ρ∗(α) ∧ β = ρ∗(α
iEi) ∧ βjEj

= αi ∧ βjρ∗(Ei)Ej
= αi ∧ βj [Ei, Ej]
def
= [α, β] .

Speziell im Falle zweier 1-Formen gilt dann

ρ∗(α) ∧ β(v, w) = αi ∧ βj(v, w) [Ei, Ej]
=
(
αi(v)βj(w)− αi(w)βj(v)

)
[Ei, Ej]

= αi(v)βj(w) [Ei, Ej]− αi(w)βj(v) [Ei, Ej]
=
[
αi(v)Ei, β

j(w)Ej
]
−
[
αi(w)Ei, β

j(v)Ej
]
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= [α(v), β(w)]− [α(w), β(v)] ,

also
[α, β] (v, w) = [α(v), β(w)]− [α(w), β(v)]

und falls α = β schließlich

[α, α] (v, w) = 2 [α(v), α(w)] .

Handelt es sich bei g um eine Matrixalgebra, so gibt es für die p-Form α und
die q-Form β Darstellungen α = αijEij und β

ijEij mit gewöhnlichen p- und
q-Formen αij und βij und den Matrizen (Eij)kl = δikδjl, und man sieht

ρ∗(α) ∧ β = αij ∧ βkl [Eij, Ekl]
= αij ∧ βkl [EijEkl − EklEij]
= αij ∧ βkl [δkjEil − δilEkj]

=
∑
k

αik ∧ βklEil −
∑
l

αlj ∧ βklEkj

=
∑
k

αik ∧ βklEil − (−1)pq
∑
l

βkl ∧ αljEkj

=
∑
k

(
αik ∧ βkj − (−1)pqβik ∧ αkj

)
Eij

= (α ∧ β − (−1)pqβ ∧ α)ij Eij.

Das heißt also
[α, β] = α ∧ β − (−1)pqβ ∧ α,

oder im Falle zweier 1-Formen wieder

[α, β] = α ∧ β + β ∧ α,

und falls α = β dann schließlich [α, α] = 2α ∧ α.
Wegen dieser Identitäten wird ab hier, falls der zugrundeliegende Vektorraum
g ist, die Schreibweise

DT = dT + [ω, T ] = dT + ω ∧ T − (−1)kT ∧ ω

für eine k-Form gemäß Satz 2.4 verwendet.

Beweis. (Satz 2.5) Man hat zu zeigen, dass für z ∈ P , und v, w ∈ TzP
Dω(v, w) = dω(v, w) + [ω(v), ω(w)] gilt. Dazu untersucht man analog zu 2.3
drei Fälle.

Fall 1. v und w sind horizontale Vektoren.
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Dann gilt Dωz(v, w) = dωz(πHv, πHw) = dωz(v, w) und [ωz(v), ωz(w)] =
[0, 0] = 0.

Fall 2. v ist horizontal und w ist vertikal.

Sei X ein horizontales Vektorfeld um z mit Xz = v, und λA das Fundamen-
talvektorfeld mit (λA)z = w.

Dann gilt Dωz(v, w) = 0, da das totale äußere Differential horizontal und
wegen [ωz(v), ωz(w)] = [0, ωz(w)] = 0.

Außerdem ist

dωz(v, w) = dωz(Xz, (λA)z)

= Xz(ω(λA))− (λA)z(ω(X))− ωz([X,λA]z)
= Xz(A)− (λA)z(0)− ωz([X,λA]z)
= −ωz([X,λA]z) = 0.

Die vorletzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass A konstant ist, und
die letzte weil [X,λA]z horizontal ist. Die Definition der Lieklammer liefert

nämlich (vgl. Beweis zu 2.3) [X,λA]z = − lim
t→0

1

t

(
X − (Rg(t))∗X

)
z
und somit

folgt die Horizontalität von [X,λA]z aus der von (Rg(t))∗X und X.

Fall3. v und w sind vertikal.

Dazu wählt man wieder Fundamentalvektorfelder λA und λB mit (λA)z = w
und (λB)z = v. Dann ist wie in Fall 2 Dωz(v, w) = 0 und außerdem

dωz(v, w) = dωz((λB)z, (λA)z)

= (λB)z(ω(λA))− (λA)z(ω(λB))− ωz([λB, λA]z)
= (λB)z(A)− (λA)z(B)− ωz((λ[B,A])z)
= −[B,A]
= −[ωz((λB)z), ωz((λA)z)]

= −[ωz(v), ωz(w)].

Damit ist dann alles gezeigt. □

Der Satz 2.4 erlaubt es einem, auf recht einfache Weise die lokalen Darstellun-
gen des äußeren Differentials einer k-Form auf P - von dem obigen speziellen
Typ - auszurechnen. In einer Karte (Uα, ψα) gilt:

(DT )α = s∗α(DT ) = s∗α(dT ) + s∗α(ρ∗(ω) ∧ T ) = d(s∗αT ) + ρ∗(s
∗
αω) ∧ s∗αT,
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also
(DT )α = dTα + ρ∗(Aα) ∧ Tα.

Im Falle k = 0, also den Fall der V -wertigen Funktionen auf P , bedeutet das
(DT )α = dTα + ρ(Aα)Tα.

Zu T findet man einen Schnitt S in dem assoziierten Vektorbündel E mit
Ŝ = T . Die lokalen Darstellungen von S und Ŝ stimmen aber überein, denn
es gilt in den Karten (Uα, ψα) von P und (Uα, φα) von E

Sα(x) = φα ◦ S(x)

und wegen

[sα(x)]v = φ−1
α,x(ρ(ψα(sα(x)))v) = φ−1

α,x(ρ(e)v) = φ−1
α,x(v)

dann

Ŝα(x) = (s∗αŜ)(x) = Ŝ(sα(x)) = [sα(x)]
−1S(x) = φα,x ◦ S(x),

also
Sα = Ŝα.

Auf E kann man nun einen Zusammenhang DE definieren, indem man für
einen Schnitt S ∈ Γ(E) setzt:

(DES)α = (DŜ)α.

Dann gilt nämlich (DES)α = dSα + ρ∗(Aα)Sα, und man hat mit Hilfe der
Zusammenhangsmatrizen ρ∗(Aα), einen Zusammenhang auf E bekommen,
denn das Transformationsverhalten überträgt sich von dem der Aα. Es gilt
nämlich die folgende

Bemerkung 3.6. Für die an der obigen Konstruktion beteiligten Darstellun-
gen gilt

a) ρ ◦ autg = autρ(g) ◦ ρ und ρ∗ ◦ Adg = Adρ(g) ◦ ρ∗ sowie

b) ρ ◦ lg = lρ(g) ◦ ρ und ρ∗ ◦ (lg)∗ = (lρ(g))∗ ◦ ρ∗

Beweis. Die zweiten Teile der Aussagen a) und b) folgen durch Differentiation
aus den ersten. Diese aber sieht man gleich, denn es gilt

ρ ◦ autg(h) = ρ(ghg−1) = ρ(g)ρ(h)ρ(g)−1
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= autρ(g)(ρ(h))

= autρ(g) ◦ ρ(h)
ρ ◦ lg(h) = ρ(hg) = ρ(h)ρ(g)

= lρ(g)(ρ(h))

= lρ(g) ◦ ρ(h)

für alle h ∈ G. □

Mit dieser Bemerkung folgt

ρ∗(Aα) = ρ∗(gαβAβg
−1
αβ + gαβdg

−1
αβ ) = ρ∗(Adgαβ

Aβ + gαβdg
−1
αβ )

= Adρ(gαβ)ρ∗(Aβ) + (lρ(gαβ))∗ρ∗(g
−1
αβ )∗

= Adρ(gαβ)ρ∗(Aβ) + (lρ(gαβ))∗(ρ ◦ g
−1
αβ )∗

= ρ(gαβ)ρ∗(Aβ)ρ(gαβ)
−1 + ρ(gαβ)d(ρ(gαβ)

−1),

womit die obige Behauptung über die Zusammenhangsmatrizen ρ∗(Aα) be-
wiesen ist.

Betrachtet man eine k-Form auf M mit Werten in E, also eine Linearkombi-
nation von Produkten der Form S ⊗ ϑ mit einer gewöhnliche k-Form ϑ und

einem Schnitt S, so hat man Ŝ ⊗ ϑ = Ŝ ⊗ ϑ̂, mit einer horizontalen k-Form
ϑ̂ auf P , und Ŝ wie oben. Dabei ist ϑ̂z(v1, ..., vk) = ϑπ(z)(π∗v1, ..., π∗vk) für

z ∈ P und v1, ..., vk ∈ TzP , und es gilt ϑ̂α
def
= s∗αϑ̂ = ϑα

def
= ϑ|Uα , wegen

(s∗αϑ̂)x(w1, ..., wk) = ϑ̂sα(x)((sα)∗w1, ..., (sα)∗wk)

= ϑπ◦sα(x)(π∗(sα)∗w1, ..., π∗(sα)∗wk)

= ϑx(w1, ..., wk)

und wegen π ◦ sα = id. Man setzt

(DE(S ⊗ ϑ))α = (D(Ŝ ⊗ ϑ))α
= d(Ŝ ⊗ ϑ)α + ρ∗(Aα) ∧ (Ŝ ⊗ ϑ)α
= d(Ŝα ⊗ ϑ̂α) + ρ∗(Aα) ∧ (Ŝα ⊗ ϑ̂α)
= dSα ∧ ϑα + Sα ⊗ dϑα + (ρ∗(Aα)Sα) ∧ ϑα
= dϑα ⊗ Sα + (dSα + ρ∗(Aα)Sα) ∧ ϑα
= dϑα ⊗ Sα + (DES)α ∧ ϑα
= (dϑ⊗ S +DES ∧ ϑ)α.
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Das ist genau das Ergebnis aus Bemerkung 1.9, nämlich

DE(S ⊗ ϑ) = dϑ⊗ S +DES ∧ ϑ .

Zusammenfassung. Mit dem Begriff des assoziierten Bündels hat man
nun gezeigt, dass aus einem Zusammenhang auf einem Prinzipalbündel ein
Zusammenhang auf einem (assoziierten) Vektorbündel konstruiert werden
kann. Diese Konstruktion ist umkehrbar, das heißt, zu einem Zusammenhang
auf einem Vektorbündel gibt es einen Zusammenhang auf einem (assoziierten)
Prinzipalbündel. Die lokalen Zusammenhangsmatrizen entsprechen sich bei
diesem Verfahren gerade gegenseitig (gegebenenfalls bis auf eine Darstellung
ρ) und die Transformationsverhalten sind dieselben.

4 Yang-Mills-Theorie

4.1 Die Krümmung

Der Begriff der Krümmung ist eine erste Anwendung der kovarianten Ab-
leitung, beziehungsweise des Zusammenhangs. Die Krümmung war lange
Zeit, insbesondere bei der Formulierung der Elektrodynamik, das physika-
lisch relevante Objekt. Sie entspricht dort den elektrischen und magnetischen
Feldern. Der Zusammenhang, also das Potential dieser Felder, wurde eher
als eine Rechenhilfe angesehen und genutzt. Das änderte sich mit einem von
D. Bohm und Y. Aharonov erdachten Experiment (vgl. [BA]), in dem ein
elektromagnetisches Feld, einen physikalischen Effekt auf einen feldfreien
Raum hat. Die Konsequenz, die von den beiden Autoren gezogen wird, ist die,
dass nicht das Feld, sondern das Potential, das in dem betrachteten Bereich
nicht verschwindet, die physikalisch relevante Größe ist (zu einer Diskussion
der Interpretationen und Konsequenzen des Versuchs siehe [Er]). Da die Yang-
Mills-Gleichungen als Verallgemeinerungen der Maxwellgleichungen gesehen
werden können, wird die Krümmung auch bei diesen eine fundamentale Rolle
spielen.

In diesem Kapitel wird die Krümmung auf Prinzipal- und Vektorbündeln
definiert, und es wird wegen des vorigen Kapitels nicht verwunderlich sein,
dass die Definitionen einander entsprechen.

Definition 4.1. Die Krümmung eines Zusammenhangs ω mit totalem äußeren
Differential D auf dem Prinzipalbündel P (M,π,G) ist die 2-Form Ω mit
Werten in der Liealgebra g definiert durch

Ω = Dω.
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Definition 4.2. Die Krümmung eines Zusammenhangs DE auf dem Vektor-
bündel E(M,πE, V ) mit Strukturgruppe G ist der Operator F : Ω0(E) →
Ω2(E) mit

Fs = (DE ◦DE) s = D2
Es

für alle s ∈ Ω0(E).

Um zu zeigen, dass sich diese zunächst äußerst unterschiedlichen Definitionen
gemäß Kapitel 2 entsprechen, wird auch hier das Hilfsmittel die lokale Darstel-
lung der Zusammenhänge sein. Zunächst wird der Fall des Prinzipalbündels
näher betrachtet.

Die Krümmung Ω des Zusammenhangs ω auf P , hat gemäß Satz 3.5 die
Eigenschaft

Ω = Dω = dω + ω ∧ ω

und ist selbst natürlich horizontal. Außerdem erfüllt Ω die Identität von
Bianchi

DΩ = 0.

Es gilt nämlich mit 2.3 und 2.4

DΩ = DDω = d(Dω) + ω ∧Dω − (−1)2Dω ∧ ω
= d(dω + ω ∧ ω) + ω ∧ (dω + ω ∧ ω)− (dω + ω ∧ ω) ∧ ω
= ddω + d(ω ∧ ω) + ω ∧ dω + ω ∧ (ω ∧ ω)− dω ∧ ω − (ω ∧ ω) ∧ ω
= dω ∧ ω − ω ∧ dω + ω ∧ dω − dω ∧ ω = 0.

Die lokalen Darstellungen der Krümmung Ω sind in einer Karte (Uα, ψα) mit
dem lokalen trivialen Schnitt sα, wie in Kapitel 2 im Falle des Zusammenhangs,
gegeben durch die 2-Formen Ωα = s∗αΩ auf Uα mit Werten in der Liealgebra g.
Die Eigenschaften dieser lokalen 2-Formen, speziell bei einem Kartenwechsel,
werden zusammengefasst im

Satz 4.3. Für die lokale Darstellung der Krümmung Ω, Ωα = s∗αΩ, gilt

Ωα = dAα + Aα ∧ Aα.

Und bei einem Wechsel von der Karte (Uα, ψα) zur Karte (Uβ, ψβ) mit
Übergangsfunktion gαβ gilt für die lokalen Krümmungsformen das Trans-
formationsverhalten

Ωα = gαβΩβg
−1
αβ .
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Beweis. Es gilt

Ωα = s∗αΩ = s∗α(dω + ω ∧ ω) = d(s∗αω) + s∗αω ∧ s∗αω
= dAα + Aα ∧ Aα.

Es bleibt noch das Transformationsverhalten zu zeigen.
Dazu nutzt man das entsprechende Verhalten der Zusammenhangsformen,
nämlich Aα = gαβAβg

−1
αβ + gαβdg

−1
aβ aus. Damit gilt dann

Ωα = dAα + Aα ∧ Aα
= d

(
gαβAβg

−1
αβ + gαβdg

−1
aβ

)
+
(
gαβAβg

−1
αβ + gαβdg

−1
aβ

)
∧
(
gαβAβg

−1
αβ + gαβdg

−1
aβ

)
= dgαβ ∧ Aβg−1

αβ + gαβ(dAβ)g
−1
αβ − gαβAβ ∧ dg

−1
αβ + dgαβ ∧ dg−1

αβ

+ gαβAβ ∧ Aβg−1
αβ + gαβAβ ∧ dg−1

αβ + gαβdg
−1
αβ ∧ gαβAβg

−1
αβ

+ gαβdg
−1
αβ ∧ gαβdg

−1
αβ

= dgαβ ∧ Aβg−1
αβ + gαβ(dAβ)g

−1
αβ + dgαβ ∧ dg−1

αβ + gαβAβ ∧ Aβg−1
αβ

− (dgαβ)g
−1
αβgαβ ∧ Aβg

−1
αβ − (dgαβ)g

−1
αβgαβ ∧ dg

−1
αβ

= gαβ(dAβ)g
−1
αβ + gαβAβ ∧ Aβg−1

αβ

= gαβ (dAβ + Aβ ∧ Aβ) g−1
αβ

= gαβΩβg
−1
αβ .

Somit ist der Satz durch direktes Nachrechnen bewiesen. □

Dieses Verhalten der Krümmungsform beim Wechsel der lokalen Karten führt
dazu, dass man Ω als 2-Form auf M mit Werten in dem zu P assoziierten
Bündel P ×Ad g = AdP interpretieren kann, also als Schnitt in Λ2T ∗M⊗AdP
beziehungsweise als Element aus Ω2(AdP ) (vergleiche dazu Kapitel 2.1.3).

Ist E = P ×ρ V ein über ρ assoziiertes Vektorbündel zu P und DE die
durch den Zusammenhang ω vermittelte kovariante Ableitung auf E, so gilt
für s ∈ Ωk(E) in lokalen Koordinaten (ab jetzt wird der Index E an der
kovarianten Ableitung unterdrückt)

(Ds)α = dsα + ρ∗(Aα) ∧ sα,

insbesondere für s ∈ Γ(E) = Ω0(E)

(Ds)α = dsα + ρ∗(Aα)sα.

Da Ds ein Element aus Ω1(E) ist, kann man diesen Schnitt nochmal ableiten.
Das Resultat ist dann ein Element aus Ω2(E) und dies ist gerade das Ergebnis
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der Anwendung der Krümmung F des Zusammenhangs D auf s. Für die
lokale Darstellung Fα des Operators F , ergibt sich dann

Fαsα = (Fs)α = (D ◦Ds)α
= d(Ds)α + ρ∗(Aα) ∧ (Ds)α

= ddsα + d(ρ∗(Aα)sα) + ρ∗(Aα) ∧ (dsα + ρ∗(Aα)sα)

= ρ∗(dAα)sα − ρ∗(Aα) ∧ dsα + ρ∗(Aα) ∧ dsα + ρ∗(Aα) ∧ ρ∗(Aα)sα
= ρ∗(dAα + Aα ∧ Aα)sα = ρ∗(Ωα)sα.

Man sieht, dass die Krümmung F auf E zur kovarianten Ableitung D bis
auf die Darstellung ρ die gleiche lokale Darstellung hat, wie die Krümmung
des zugehörigen Zusammenhangs im assoziierten Prinzipalbündel. F ist als
Operator von Ω0(E) nach Ω2(E) C∞(M)-linear, denn mit einer Funktion f
und einem Schnitt s gilt

F (fs) = DD(fs) = D(df ⊗ s+ fDs)

= ddf ⊗ s− df ⊗Ds+ df ⊗ s+ fDDS

= fDDs = fFs.

Somit ist F aus Hom(Ω0(E),Ω2(E)). Wegen der folgenden Isomorphismen,
kann man F als Schnitt in einem speziellen Bündel interpretieren. Es gilt
nämlich:

Hom(Ω0(E),Ω2(E)) ∼= Hom(Γ(E),Γ(Λ2T ∗M ⊗ E))
∼= Γ(Hom(E,Λ2T ∗M ⊗ E))
∼= Γ(Λ2T ∗M ⊗Hom(E,E))

= Γ(Λ2T ∗M ⊗ End(E))̇.

Somit ist F ein Schnitt in dem Bündel Λ2T ∗M⊗End(E), also eine 2-Form mit
Werten in dem Endomorphismenbündel End(E) von E. Genauer gilt: da Fα
die Werte in ρ∗(g) animmt, ist F eine 2-Form mit Werten in dem Unterbündel
von End(E), das als Standardfaser gerade ρ∗(g) ⊂ End(V ). Das Transforma-
tionsverhalten der lokalen Krümmungsformen überträgt sich natürlich von
oben, und entspricht dem des Endomorphismenbündels (vergleiche Bemerkung
2.5 und Anhang)

Fα = ρ(gαβ)Fβ ρ(gαβ)
−1.

Bemerkung: In den meisten Fällen handelt es sich bei der Gruppe G um
eine Matrixgruppe. Deshalb wird im Folgenden für die Krümmung auf dem
Prinzipalbündel ebenfalls die Bezeichnung F bzw. Fα und für den Zusammen-
hang A bzw. Aα benutzt. Ebenso wird auch die Darstellung ρ von G auf die
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Standardfaser V von E nicht mehr notiert, falls keine Verwirrung zu erwarten
ist.

Beispiel: Die Krümmung einer zweidimensionalen Riemannschen Mannigfal-
tigkeit.

Man definiert auf einer Mannigfaltigkeit mit ZusammenhangD einen Operator
R : Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(TM)× Γ(T ∗M)→ C∞M durch

R(X, Y, Z, ω) = ω(DX(DYZ)−DY (DXZ)−D[X,Y ]Z).

Dieser Operator ist C∞-linear, also ein (3,1)-Tensor. In lokalen Koordinaten
rechnet man für die Koeffizienten R j

mnk des Tensors R folgende Darstellung
aus:

R j
mnk = R(em, en, ek, dx

j)

=
∂

∂xm
Γjnk −

∂

∂xn
Γjmk + ΓjmlΓ

l
nk − ΓjnlΓ

l
mk

= (dAjk + Ajl ∧ A
l
k)(em, en).

Dabei sind die Bezeichnungen aus Kapitel 1.1 übernommen worden.

R heißt der Krümmungstensor der Mannigfaltigkeit M . Im Falle einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit mit dem Levi-Civita-Zusammenhang, weist er
einige Symmetrien auf, die die Zahl der unabhängigen Komponenten deutlich
verringern. Es gelten folgende Beziehungen (vgl. [So]) :

(1) Rmnkj = Rkjmn mit Rmnkj = gljR
l

mnk

(2) Rmnkj = −Rnmkj = −Rmnjk

(3) R j
mnk +R j

kmn +R j
nkm = 0

Das liefert im Fall der Dimension n eine Anzahl von
1

12
n2(n2−1) unabhängigen

Komponenten (vgl. [Na]). Ist n = 2, so hat der Krümmungstensor nur einen
relevanten Eintrag, etwa R1212, und man kann das Theorema Egregium von
Gauß beweisen (vgl [Re]), welches diesen Krümmungseintrag, der nur von der
Metrik abhängt, mit der Gauß-Krümmung K in Verbindung bringt. Es gilt
nämlich

K =
R1212

det(gij)
.
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4.2 Eichtransformationen

Unter einer Eichtransformation des Prinzipalbündels P (M,π,G) versteht man
einen äquivarianten, fasertreuen Diffeomorphismus von P auf sich selbst. Das
bedeutet, dass die folgenden zwei Diagramme mit dem Diffeomorphismus f
kommutieren.

P
f //

π

  

P

π

~~
M

P ×G f×id //

R

��

P ×G

R

��
P

f // P

Für z ∈ P und g ∈ G heißt das π ◦ f(z) = π(z) und f(zg) = f(z)g.

In einer lokalen Karte (Uα, φα) entspricht die Abbildung f einer G-wertigen
Funktion, denn eingeschränkt auf die Faser π−1(x) ⊂ P ergibt sich die
Abbildung fα,x : G→ G aus

π−1(x)
f //

φα,x

��

π−1(x)

φα,x

��
G

fα,x // G

zu fα,x(g) = φα,x ◦ f ◦ φ−1
α,x(g).

Wegen der Äquivarianz von f gilt für g, h ∈ G :

fα,x(hg) = φα,x ◦ f ◦ φ−1
α,x(hg)

= φα,x ◦ f ◦Rg ◦ φ−1
α,x(h)

= φα,x ◦Rg ◦ f ◦ φ−1
α,x(h)

= rg ◦ φα,x ◦ f ◦ φ−1
α,x(h)

= fα,x(h)g.

Speziell für h = e gilt für alle g aus G

fα,x(g) = fα,x(eg) = fα,x(e)g.

Setzt man fα(x) = fα,x(e), so hat man die G-wertige Funktion fα : Uα → G
gefunden. Das Transformationsverhalten dieser lokalen Funktionen ist gegeben
durch

fα = gαβ fβ g
−1
αβ ,
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denn

fα(x) = fα,x(e)

= φα,x ◦ f ◦ φ−1
α,x(e)

= φα,x ◦ φ−1
β,x ◦ φβ,x ◦ f ◦ φ

−1
β,x ◦ φβ,x ◦ φ

−1
α,x(e)

= gαβ(x) fβ(x) g
−1
αβ (x).

Die Eichtransformation f läßt sich wegen dieser Eigenschaften als Schnitt
in dem Bündel P ×aut G interpretieren. Dabei ist aut : G × G → G die
Darstellung von G auf sich selbst, die für g ∈ G durch die Automorphismen
autg(h) = ghg−1 geliefert wird.

Die Verknüpfung zweier Eichtransformationen, das Inverse einer Eichtrans-
formation und die Identität sind ebenfalls Eichtransformationen (lokal sieht
die Verknüpfung aus wie die punktweise Multiplikation der entsprechenden
Funktionen). Damit bilden sie eine Gruppe G, die so genannte Eichgruppe
von P .

Auf dem Niveau eines zu P assoziierten Vektorbündels E = P ×ρ V , ist
eine Eichtransformation ein G-Bündelisomorphismus f . Das heißt, f ist ein
fasertreuer Diffeomorphismus, der auf den Fasern Isomorphismen induziert.
Ähnliche Rechnungen wie oben zeigen, dass f in diesem Fall lokal eine
Abbildung fα : Uα → ρ(G) ⊂ End(V ) ist, dabei spiegelt die Einschränkung
des Bildes gerade die Eigenschaft von f , ein G-Bündelisomorphismus zu sein,
wider. Das Transformationsverhalten ist ebenfalls das Gleiche, nämlich fα =
gαβ fβ g

−1
αβ , so dass man f hier interpretieren kann als Schnitt in dem Bündel

GE ⊂ End(E), dessen Faser über x ∈ M die Menge der G-Isomorphismen
von π−1

E (x) ist.

Die Eichgruppe G operiert auf der Menge der Zusammenhänge A. Wie dies
geschieht, zeigt der

Satz 4.4. Sei P (M,π,G) ein Prinzipalbündel mit Eichgruppe G. G operiert
auf der Menge A der Zusammenhänge auf P durch

G × A → A mit (f, A) 7→ Af .

Dabei ist Af gegeben durch seine lokale Darstellung (Af )α = fαdf
−1
α +fαAαf

−1
α .

Beweis. Um zu zeigen, dass diese lokale Definition wirklich einen Zusam-
menhang liefert, muß man das richtige Verhalten bei einem Kartenwechsel
nachweisen. Es gilt

(Af )α = fαdf
−1
α + fαAαf

−1
α
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= (gαβfβg
−1
αβ )d(gαβfβg

−1
αβ )

−1

+ (gαβfβg
−1
αβ )(gαβdg

−1
αβ + gαβAβg

−1
αβ )(gαβfβg

−1
αβ )

−1

= gαβfβg
−1
αβdgαβf

−1
β g−1

αβ + gαβfβg
−1
αβgαβdf

−1
β g−1

αβ

+ gαβfβg
−1
αβgαβf

−1
β dg−1

αβ + gαβfβg
−1
αβgαβdg

−1
αβgαβf

−1
β g−1

αβ

+ gαβfβg
−1
αβgαβAβg

−1
αβgαβf

−1
β g−1

αβ

= gαβfβg
−1
αβdgαβf

−1
β g−1

αβ + gαβfβdf
−1
β g−1

αβ + gαβdg
−1
αβ

+ gαβfβdg
−1
αβgαβf

−1
β g−1

αβ + gαβfβAβf
−1
β g−1

αβ

= gαβdg
−1
αβ + gαβ(fβdf

−1
β + fβAβf

−1
β )g−1

αβ + gαβfβ(g
−1
αβdgαβ

+ dg−1
αβgαβ)f

−1
β g−1

αβ

= gαβdg
−1
αβ + gαβ(fβdf

−1
β + fβAβf

−1
β )g−1

αβ

= gαβdg
−1
αβ + gαβ(A

f )βg
−1
αβ .

Somit erfüllen die lokalen Formen die gewünschte Transformationsregel, und
mit Af hat man einen neuen Zusammenhang auf P . □

Durch die Operation der Eichgruppe G auf die Menge der Zusammenhänge
A, wird durch ein Element f ∈ G auch die Krümmung transformiert. Und
zwar gilt für die Krümmung Ωf zum Zusammenhang Af

(Ωf )α = fαΩαf
−1
α .

Das rechnet man ebenfalls direkt aus, denn

(Ωf )α = (DAf )α = d(Af )α + (Af )α ∧ (Af )α

= d(fαdf
−1
α + fαAαf

−1
α ) + (fαdf

−1
α + fαAαf

−1
α ) ∧ (fαdf

−1
α + fαAαf

−1
α )

= dfα ∧ df−1
α + dfα ∧ Aαf−1

α + fαdAαf
−1
α + fαAα ∧ df−1

α

+ fαdf
−1
α ∧ fαdf−1

α + fαdf
−1
α ∧ fαAαf−1

α + fαAαf
−1
α ∧ fαdf−1

α

+ fαAαf
−1
α ∧ fαAαf−1

α

= dfα ∧ df−1
α + dfα ∧ Aαf−1

α + fαdAαf
−1
α + fαAα ∧ df−1

α

− fαf−1
α dfα ∧ df−1

α − fαf−1
α dfα ∧ Aαf−1

α + fαAα ∧ df−1
α

+ fαAα ∧ Aαf−1
α

= fαdAαf
−1
α + fαAα ∧ Aαf−1

α = fα(dAα + Aα ∧ Aα)f−1
α

= fαΩαf
−1
α .

Man kann ebenfalls die Wirkung einer Eichtransformation auf die kovariante
Ableitung D des Zusammenhangs A untersuchen. Dann gilt für den transfor-
mierten Operator Df in lokalen Koordinaten:

(Dfs)α = dsα + (Af )αsα = dsα + (fαdf
−1
α + fαAαf

−1
α )sα
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= fαf
−1
α dsα + fαdf

−1
α sα + fαAαf

−1
α sα

= fα(d(f
−1
α sα) + Aαf

−1
α sα)

= fα(d+ Aα)(f
−1
α sα) = fαD(f−1

α sα).

Man findet in diesem Sinne in der Literatur auch die Schreibweise Df =
fDf−1 (vgl. [La]). Auf diese Notation wird in dieser Arbeit jedoch weitgehend
zugunsten der aus Satz 3.4 verzichtet.

4.3 Der Hodge-Operator

Der nun zu definierende Hodge-, oder ∗-Operator spielt bei der Formulierung
der Yang-Mills-Gleichungen eine wesentliche Rolle. Er hat im Falle vierdimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten spezielle Eigenschaften, die im später behandelte
Fall der Grundmannigfaltigkeit S4 ausgenutzt werden.

Betrachtet wird vorerst jedoch eine n-dimensionale, kompakte, orientierte,
Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand (etwa S4) mit Riemannscher Metrik
g. Der durch g vermittelte kanonische Bündelisomorphismus

ι : TM → T ∗M mit ι(v) = gx(v, ), v ∈ TxM

induziert auf T ∗M eine Riemannsche Metrik g(1) mit

g(1)(ξ, η) = g(ι−1(ξ), ι−1(η)).

Ebenso bekommt man auch auf den äußeren Produkten ΛkT ∗M Riemannsche
Metriken g(k) per

g(k)x (ξ1x ∧ ... ∧ ξkx, η1x ∧ .. ∧ ηkx) = det(g(1)x (ξix, η
j
x))

(vgl. [Sp]). In lokalen Koordinaten hat g in der Basis
{
ei =

∂
∂xi

}
die Gestalt

g(viei, w
jej) = gijv

iwj mit gij = g(ei, ej). Damit gilt dann ι(viei) = gijv
idxj

und ι−1(ξidx
i) = gijξiej mit gikgkj = δij. Damit rechnet man schließlich

g(1)(ξidx
i, ηjdx

j) = g(ι−1(ξidx
i), ι−1(ηjdx

j))

= g(gijξiej, g
klηkel)

= gijξig
klηkgjl

= δilg
klξiηk

= gklξlηk,
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sowie mit ξ = 1
k!
ξi1...ikdx

i1 ∧ .. ∧ dxik und η = 1
k!
ηj1...jkdx

j1 ∧ .. ∧ dxjk

g(k)(ξ, η) = g(k)(
1

k!
ξi1...ikdx

i1 ∧ . . . ∧ dxik , 1
k!
ηj1...jkdx

j1 ∧ . . . ∧ dxjk)

= (
1

k!
)2ξi1...ikηj1...jk det(g

imjl)

= (
1

k!
)2ξi1...ikηj1...jk

∑
σ∈Sk

sign(σ)gi1σ(j1) . . . gikσ(jk)

= (
1

k!
)2
∑
σ∈Sk

(sign(σ))2ξi1...ikησ(j1)...σ(jk)g
i1σ(j1) . . . gikσ(jk)

=
1

k!
gi1j1 ...gikjkξi1...ikηj1...jk .

Im Folgenden werden alle diese Metriken mit g bezeichnet.

Der Rang des Bündels ΛkT ∗M ist
(
n
k

)
, ebenso wie der von Λn−kT ∗M .

Satz 4.5. Es gibt zwischen den beiden Bündeln ΛkT ∗M und Λn−kT ∗M einen
Isomorphismus

∗ : ΛkT ∗M → Λn−kT ∗M.

Dieser ist eindeutig durch die Eigenschaft ξ ∧ ∗η = gx(ξ, η)volx für ξ, η ∈
ΛkT ∗

xM charakterisiert, wobei vol die eindeutig bestimmte Volumenform auf
ΛnT ∗M ist, die in lokalen Koordinaten die Gestalt vol =

√
det(gij)dx

1 ∧ ...∧
dxn hat.

Definition 4.6. Der gemäß Satz 3.5 definierte Isomorphismus heißt ∗- oder
Hodge-Operator.

Da in den obigen Konstruktionen alles differenzierbar von x abhängt, kann
man diese punktweise auf Schnitte erweitern und man erhält Abbildungen

g : Ωk × Ωk → C∞ und ∗ : Ωk → Ωn−k.

Lokal hat der ∗-Operator die folgende Darstellung.

Bemerkung 4.7. Für η =
1

k!
ηi1...ikdx

i1 ∧ .. ∧ dxik ist

∗η =

√
det(gij)

(n− k)!k!
gi1j1 ...gikjkεi1...iklk+1...lnηj1...jkdx

lk+1 ∧ .. ∧ dxln .
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Beweis. (Bemerkung 3.7) Für alle ξ =
1

k!
ξi1...ikdx

i1 ∧ ... ∧ dxik ist per

Definition ξ ∧ ∗η = g(ξ, η)vol. Die rechte Seite sieht in Koordinaten wie folgt
aus:

g(ξ, η)vol =
1

k!
gi1j1 ...gikjkξi1...ikηj1...jkvol.

Mit der Darstellung ∗η =
1

(n− k)!
η̃jk+1...jndx

jk+1 ∧ ...∧dxjn liest man die linke

Seite als:

ξ ∧ ∗η =
1

k!(n− k)!
ξi1...ik η̃jk+1...jndx

i1 ∧ ... ∧ dxik ∧ dxjk+1 ∧ ... ∧ dxjn

=
det(gij)

k!(n− k)!
ξi1...ik η̃jk+1...jnε

i1...ikjk+1...jndx1 ∧ .. ∧ dxn

=

√
det(gij)

k!(n− k)!
ξi1...ik η̃jk+1...jnε

i1...ikjk+1...jnvol.

Das liefert durch Gleichsetzen beider Seiten für ξi1...ik = εi1...iklk+1...ln√
det(gij)

k!(n− k)!
η̃jk+1...jnεi1...iklk+1...lnε

i1...ikjk+1...jn =
1

k!
gi1j1 ...gikjkεi1...iklk+1...lnη,

und somit

η̃lk+1...ln =

√
det(gij)

k!
gi1j1 ...gikjkεi1...iklk+1...lnηj1...jk .

Dabei ist der total antisymmetrische Tensor ε benutzt worden, der durch

εi1...in =

 sign

(
i1...in
1...n

)
für eine Permutation (i1, ..., in) von (1, ..., n)

0 sonst

definiert ist. Zwei in den Rechnungen benutzte Eigenschaften dieses Tensors,
die man durch direktes Ausrechnen verifiziert, sind

εi1...in = gi1j1 ...ginjnεj1...jn =
1

det(gij)
εi1...in

und damit auch

ξjk+1...jnε
i1...ikjk+1...jnεi1...iklk+1...ln = k!(n− k)! 1

det(gij)
ξlk+1...ln .

□
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Beweis. (Satz 3.5) Durch die lokale Darstellung aus Bemerkung 3.7 ist für
η ∈ Ωk die Darstellung von ∗η ∈ Ωn−k eindeutig bestimmt, und erfüllt per
Konstruktion die definierende Eigenschaft aus dem Satz. □

Der ∗-Operator hat unter anderen noch drei interessante Eigenschaften, die
zusammengefasst werden in dem folgenden

Satz 4.8. Für den Hodge-Operator ∗ : Ωk → Ωn−k gilt:

(1) Für alle η, ξ ∈ Ωk gilt
ξ ∧ ∗η = η ∧ ∗ξ

(2) ∗ ist eine Isometrie, d.h.für alle η, ξ ∈ Ωk ist

g(∗η, ∗ξ) = g(η, ξ)

(3) Das Quadrat des ∗-Operators, ist eine Abbildung von Ωk in sich und es
gilt

∗2 = (−1)k(n−k)id

Beweis. (1) ist klar mit der definierenden Eigenschaft aus Satz 3.5
(2) Mit der lokalen Darstellung des Operators rechnet man für

ξ =
1

k!
ξi1...ikdx

i1 ∧ ... ∧ dxik und η =
1

k!
ηi1...ikdx

i1 ∧ .. ∧ dxik

g(∗ξ, ∗η) = 1

(n− k)!

(√
det(gij)

)2
(k!)2

gqk+1lk+1 ...gqnlngi1j1 ...gikjkεi1...iklk+1...ln·

· ξj1...jkgm1p1 ...gmkpkεm1...mkqk+1...qnηp1...pk

=
det(gij)

(n− k)!(k!)2
gm1p1 ...gmkpkεj1...jkqk+1...qnεm1...mkqk+1...qnξj1...jkηp1...pk

=
1

k!
gm1p1 ...gmkpkξm1...mk

ηp1...pk

= g(ξ, η).

(3) Wegen ξ ∧ ∗η = g(ξ, η)vol für alle η, ξ ∈ Ωk, ist ∗η ungleich null, falls
dieses für η gilt. Denn angenommen η verschwindet nicht, aber es gilt ∗η = 0,
dann ist 0 = ξ ∧ ∗η = g(ξ, η)vol für alle ξ, beziehungsweise g(ξ, η) = 0 für
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alle ξ. Das ist ein Widerspruch zur Definitheit von g.
Mit (2) sieht man sofort

∗η ∧ ∗ ∗ η = g(∗η, ∗η)vol
= g(η, η)vol

= η ∧ ∗η
= (−1)k(n−k) ∗ η ∧ η

bzw. ∗η ∧ (∗ ∗ η − (−1)k(n−k)η) = 0 für alle η ∈ Ωk und mit der obigen
Feststellung dann

∗ ∗ η − (−1)k(n−k)η = 0,

was in (3) behauptet wurde. □

Ist die Dimension der Mannigfaltigkeit M n = 2m, also gerade, so bildet ∗
die mittlere äußere Potenz von T ∗M in sich ab, und es gilt mit ∗ : ΛmT ∗M →
ΛmT ∗M dann ∗2 = (−1)m. Damit zerfällt das Bündel ΛmT ∗M in die Summe
zweier Unterbündel Λm+T

∗M und Λm−T
∗M , die jeweils Eigenräume zu den

beiden Eigenwerten ±1 (im Falle m gerade), bzw. ±i (im Falle m ungerade)
sind. Entsprechend zerfällt auch Ωm durch ∗ mit der Bezeichnung Ωm

± =
Γ(Λm±T

∗M) in die Summe

Ωm = Ωm
+ ⊕ Ωm

− .

Tensoriert man die äußeren Potenzen mit einem Vektorbündel E über M , so
kann man den ∗-Operator in naheliegender Weise erweitern. Dazu setzt man
mit der gewohnten Bezeichnung Ωk(E) = Γ(ΛkT ∗M ⊗ E)

∗ : Ωk(E)→ Ωn−k(E) mit ∗ (ξ ⊗ s) = ∗ξ ⊗ s.

Bemerkung: Ist P ein G-Prinzipalbündel über der vierdimensionalen orien-
tierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M , so läßt sich ∗ auf die Krümmung
F anwenden, da dies ein Element aus Ω2(AdP ) mit AdP = P ×Ad g ist. Das
Ergebnis liegt wieder in Ω2(AdP ). Dabei ist wie immer g die Liealgebra zu G.

Gibt es auf E ein inneres Produkt h : E×E → K (K ist dabei der Grundkörper
der Standardfaser), z.B. eine Riemannsche Metrik auf einem reellen oder eine
hermitesche Form auf einem komplexen Bündel, so kann man die Abbildung
g : Ωk × Ωk → C∞ erweitern zu g̃ : Ωk(E)× Ωk(E)→ C∞ durch g̃(ξ ⊗ s, η ⊗
t)(x) = g(ξ, η)(x)hx(s(x), t(x)). Für diese Abbildung gilt der

Satz 4.9. Ist (M, g) eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit
ohne Rand, und E ein K-Vektorbündel über M mit innerem Produkt h, so ist

58



durch

⟨ . , . ⟩ : Ωk(E)× Ωk(E)→ K

⟨S, T ⟩ =
∫
M

g̃(S, T )vol

ein inneres Produkt definiert. Dabei ist ⟨ . , . ⟩ eine Riemannsche Metrik, bzw.
eine positiv definite, hermitesche Form, wenn dies für h gilt. Ist S = T ,
so schreibt man ∥S∥2 = ⟨S, S⟩ und |S|2 = g̃(S, S)vol, und ∥.∥ ist in den
speziellen Fällen eine Norm.

Beweis. Die Abbildung g̃ übernimmt als Tensorprodukt die Linearitätseigen-
schaften von g und h bezüglich des Grundkörpers. Wegen der K-Linearität
des Integrals, ist ⟨ . , . ⟩ ein inneres Produkt.

Ist h eine Riemannsche Metrik (bzw. eine positiv definite, hermitesche Form),
so ist g̃(T, T ) für T ̸= 0 eine positive Funktion, so dass das Integral nicht
verschwindet. Damit ist dann ∥.∥ in diesen Fällen auch eine Norm. □

Ist das innere Produkt h auf E nichtentartet, so wird - analog zum Kotan-
gentialbündel - durch den kanonischen Isomorphismus ι ein inneres Pro-
dukt h auf E∗ induziert. Auf das Tensorbündel E ⊗ E∗ wird h durch
h(v ⊗ ϑ,w ⊗ χ) = h(v, w)h(ϑ, χ) erweitert. In einer lokalen lokalen Basis
{ei} von E bzw. der dualen Basis {ei} von E∗ bedeutet das mit v = viei,
wiei, ϑ = ϑie

i, χ = χie
i, ϕ = ϕijei ⊗ ej und θ = θijei ⊗ ej sowie hij = h(ei, ej)

und hikh
kj = δji :

h(v, w) = hijv
iw̄j

h(ϑ, χ) = hijϑiχ̄i

h(ϕ, θ) = hikh
jlϕij θ̄

k
l

Der natürliche Isomorphismus E ⊗ E∗ ∼= End(E), der lokal die Form ϕijei ⊗
ej ↔ Matrix (ϕij) hat, liefert dazu ebenfalls ein Produkt h auf End(E) durch
h(Φ,Ψ) =Spur(ι−1 ◦Ψ∗ ◦ ι ◦Φ). Wählt man die lokale Basis als orthonormiert
bezüglich h, so ist hij = hij = δij und es gilt h(Φ,Ψ) =Spur(Ψ∗Φ).

Im Folgenden ist das Vektorbündel von der Form E = P ×idCn, also ein zum
SU(n)-Prinzipalbündel P assoziiertes Vektorbündel, und h eine hermitesche
Form auf E. Dann hat man das Produkt h auf End(E) und dieses liefert auf
dem Unterbündel su(n) mit su(n) = {A ∈ gln(C); A = −A∗, SpurA = 0}
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als Standardfaser (vgl. Kapitel 3.1) eine Riemannsche Metrik. Das heißt, dass
h eingeschränkt auf su(n) symmetrisch ist, denn es gilt

h(B,A) = Spur(A∗B) = Spur(BA∗) = Spur(−B∗(−A)) = Spur(B∗A) = h(A,B) .

Auf der Liealgebra g zur Liegruppe G gibt es eine Bilinearform kill, die
invariant gegenüber der Operation Ad von G auf g ist. Diese heißt Killingform
und sie berechnet sich für A,B ∈ g zu

kill(A,B) = Spur(adA ◦ adB).

Im Falle der Gruppe GLnC und der Algebra glnC heißt das für zwei Matrizen
A und B kill(A,B) = 2nSpur(AB) − 2Spur(A)Spur(B), was sich für die
Unteralgebra su(n) zu kill(A,B) = 2nSpur(AB) reduziert. Man sieht sofort,
dass −kill(A,B) = −2nSpur(AB) = 2nSpur(A∗B) bis auf einen positiven
Faktor der Bilinearform, die auf dem Endomorphismenbündel von P ×id Cn

induziert wurde, entspricht. Sie ist also symmetrisch und positiv definit und
somit ein Skalarprodukt auf g.

Man erhält also in beiden Konzepten des Zusammenhangs bis auf einen
konstanten Faktor die gleiche natürliche Struktur in den Bündeln, in denen
die Krümmungen leben.

Schreibweise: Im Falle der Gruppe SU(n) und dem Vektorbündel E = P×id
C
n schreibt man für die in Satz 3.5 eingeführte Metrik mit F,G ∈ Ω2(su(n))

⟨F,G⟩ = −
∫
M

Spur(F ∧ ∗G),

und analog

|F |2 = −Spur(F ∧ ∗F ) und ∥F∥2 =
∫
M

|F |2 .

Dabei ist das Produkt als Matrixprodukt zu verstehen, und der ∗-Operator
wirkt auf die Komponenten von F bzw. G . Dass die Schreibweise sinnvoll ist,
zeigt die folgende kleine Rechnung:

Seien F,G ∈ Ωk(su(n)), also lokal k-Formen mit Werten in su(n), nämlich:
F = (ζij) =

∑
ij

ζijEij =
∑
ij

ζij ⊗ Eij und G = (ϑij) =
∑
ij

ϑijEij =
∑
ij

ϑij ⊗ Eij

mit gewöhnlichen k-Formen ζij und ϑij, sowie (Eij)kl = δikδjl. Dann gilt

⟨F,G⟩ =
∫
M

g̃(F,G)vol
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=
∑
ijkl

∫
M

g̃(ζij ⊗ Eij, ϑkl ⊗ Ekl)vol

=
∑
ijkl

∫
M

g̃(ζij, ϑkl)h(Eij, Ekl)vol

= −
∑
ijkl

∫
M

ζij ∧ ∗ϑklSpur(EijEkl)

= −
∑
ijkl

∫
M

ζij ∧ ∗ϑklSpur(δjkEil)

= −
∑
ijklm

∫
M

ζij ∧ ∗ϑklδjkδimδml

= −
∑
ij

∫
M

ζij ∧ ∗ϑji

= −
∫
M

Spur(
∑
j

ζij ∧ ∗ϑjk)

= −
∫
M

Spur((ζij) ∧ (∗ϑij))

= −
∫
M

Spur(F ∧ ∗G).

Bezüglich dieses Skalarproduktes gibt es einen zur kovarianten Ableitung
D : Ωk(E)→ Ωk+1(E) adjungierten Operator D∗ : Ωk+1(E)→ Ωk(E) mit

⟨DF,G⟩ = ⟨F,D∗G⟩ .
Zur Definition von D∗ bemerkt man, dass für den ∗-Operator als Abbil-
dung von Ωk(E) nach Ωn−k(E) ∗2 = (−1)k(n−k)id gilt. Also folgt für das
Inverse ∗−1 = (−1)k(n−k)∗ : Ωn−k(E) → Ωk(E). Man betrachte das folgen-
de Diagramm, in dem eine Abbildung (−1)k+1D∗ so gewählt wird, dass es
kommutiert:

Ωk+1(E)
(−1)k+1D⋆

//

⋆

��

Ωk(E)

⋆

��
Ωn−k−1(E) D // Ωn−k(E)

also

D∗ = (−1)k+1 ∗−1 D∗ = (−1)k+1+k(n−k) ∗D∗ = (−1)nk+1 ∗D ∗ .
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Damit gilt für F ∈ Ωk(A) und G ∈ Ωk+1(E)

⟨DF,G⟩ − ⟨F,D∗G⟩ = −
∫
M

(Spur(DF ∧ ∗G) + Spur(F ∧ ∗D∗G))

= −
∫
M

Spur(DF ∧ ∗G+ (−1)k+1F ∧D ∗G))

= −
∫
M

Spur(DF ∧ ∗G− (−1)kF ∧D ∗G))

= −
∫
M

Spur(D(F ∧ ∗G))

= −
∫
M

dSpur(F ∧ ∗G) = 0.

Dabei gilt die vorletzte Gleichheit wegen

Spur(DG) = Spur(dG+ [A,G])

= Spur(dG) + Spur([A,G])

= Spur(dG)

= dSpurG

und da die Spur einer Lieklammer immer verschwindet, und die letzte Gleich-
heit wegen des Stokes´schen Satzes.

Wendet man sich nun dem in den folgenden Betrachtungen interessanten Fall
dimM = 4 und G = SU(n) zu, so hat man bemerkt, dass der ∗-Operator
Ω2(su(n)) in die Eigenräume zu den Eigenwerten ±1 zerlegt, das heißt

Ω2(su(n)) = Ω2
+(su(n))⊕ Ω2

−(su(n)).

Da die Eigenräume orthogonal bezüglich ⟨ . , . ⟩ sind – es gilt Spur(F−∧∗F+) =
Spur(F+ ∧∗F−) = − Spur(F+ ∧F−) = − Spur(F− ∧F+) = − Spur(F− ∧∗F+)
– wird die Krümmung F in zwei senkrechte Anteile F+ und F− zerlegt, und es
gilt

∥F∥2 =
∫
M

|F+|2 + |F−|2 = ∥F+∥2 + ∥F−∥2 .

Wegen dieser Eigenschaften des ∗-Operators führt man noch folgende Sprech-
weise ein.
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Definition 4.10. Man nennt den zur Krümmung gehörigen Zusammenhang
A selbstdual (bzw. anti-selbstdual), wenn für die Krümmung ∗F = F (bzw.
∗F = −F ) gilt.

Bemerkung: Ist g in diesem Kapitel keine Riemannsche Metrik, sondern
etwa die Lorenz-Metrik auf R4 mit Signatur (−1, 1, 1, 1), so kann man den
∗-Operator ebenso definieren, nämlich über Bemerkung 3.7 mit

√
| det(gij)|

statt
√

det(gij). Der Satz 3.5 behält seine Richtigkeit dann, wenn man die

Definition der Volumenform vol =
√
| det(gij)|dx1 ∧ .. ∧ dxn in diesem Fall

übernimmt. Für das Quadrat von ∗ gilt dann ∗2 = (−1)k(n−k)+1id, und für den
zu D adjungierten Operator D∗ = (−1)nk ∗D∗. Natürlich ist die Bilinearform
⟨ . , . ⟩ auch in diesem Fall erklärt, sie ist nur in der Regel nicht positiv definit.

5 Die Yang-Mills-Gleichung

Hermann Weyls Interpretation des Elektromagnetismus als U(1)-Eichtheorie,
oder in der hier entwickelten Terminologie die Interpretation der elektroma-
gnetischen Potentiale als Zusammenhänge in einem U(1)-Prinzipalbündel
über R3,1 = (R4, Lorentzmetrik), benötigt eine Lagrangedichte der Form
|iF |2, um als Feldgleichungen die Maxwell-Gleichungen zu bekommen. Dabei
ist iF die Krümmung zum betrachteten Zusammenhang.

Für den U(1)-Zusammenhang schreibt man ia ∈ Ω1(iR), die Liealgebra
von U(1) ist u(1) = iR, und setzt noch a = ajdx

j mit (a0, ..., a3) =
(−V,A1, A2, A3)

= (−V, A⃗) (dabei läuft j von 0 bis 3 und (x0, ..., x3) = (t, x, y, z)). Eine
Eichtransformation ist hier eine Abbildung f : R4 → U(1), f(x) = e−iϕ(x),
und da U(1) abelsch ist, gilt af = −ifdf−1 + faf−1 = a+ dϕ und natürlich
F f = fFf−1 = F für die Krümmung zu A. Man berechnet die Krümmung zu

iF ≡ i

2
Fkjdx

k ∧ dxj = iDa = ida+ [ia, ia] = ida = i
∂aj
∂xk

dxk ∧ dxj.

Es gilt Fkj = −Fjk =
∂aj
∂xk
− ∂ak
∂xj

. Setzt man noch Ej = Fj0 für j = 1, 2, 3

und Fjk = Bl für j, k, l ∈ {1, 2, 3} zyklisch, oder in Matrixschreibweise

F =


0 −E1 −E2 −E3

E1 0 B3 −B2

E2 −B3 0 B1

E3 B2 −B1 0

 ,
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so folgt

Ej = −
∂V

∂xj
− ∂Aj
∂x0

bzw. E⃗ = −gradV − ∂A⃗

∂t
und

Bl =
∂Ak
∂xj
− ∂Aj
∂xk

= (rotA⃗)l mit j, k, l zyklisch bzw. B⃗ = rotA⃗.

Man hat in der Gleichung DA = F die klassischen Definitionen der Felder
über das skalare elektrische Potential V und das magnetische Vektorpotential
A⃗ zusammengefasst.

Benötigt wird, wie oben erwähnt, die Lagrangedichte |F |2. Dabei wird vor-
ausgesetzt, dass die behandelten Felder auf jeder Hyperfläche {x0 = const.}
hinreichend schnell verschwinden, oder dort einen kompakten Träger haben.
Um die Feldgleichungen zu bekommen, integriert man die Dichte |F |2 über
einen Bereich K = [t1, t2]×R3. Dann variiert man den Zusammenhang a zu
aσ = a+ σb mit b ∈ Ω1, wobei b in t1 und t2 verschwindet, und berechnet die
Stellen, an denen L(a) =

∫
K
|F |2 stationär ist. Es gilt

L(aσ) =
∫
K

|daσ|2

=

∫
K

|da+ σdb|2

=

∫
K

|da|+ σda ∧ ∗db+ σdb ∧ ∗da+ σ2 |db|2

=

∫
K

|da|+ 2σda ∧ ∗db+ σ2 |db|2 ,

und die stationären Stellen, sind genau die, an denen
d

dσ
L(aσ)|σ=0 verschwin-

det. Dazu rechnet man

d

dσ
L(aσ)|σ=0 = 2

∫
K

da ∧ ∗db = 2

∫
K

F ∧ ∗db = 2

∫
K

d∗F ∧ ∗b = 0.

Da dies für beliebige b richtig sein soll, folgt aus dem Fundamentallemma
der Variationsrechnung die Feldgleichung d∗F = 0, was sich wegen der Pro-
portionalität d∗ ∝ ∗d∗ als d ∗ F = 0 schreiben läßt. Mit der Identität von
Bianchi hat man somit zwei Gleichungen, die die elektromagnetischen Felder
beschreiben, nämlich

dF = 0 und d ∗ F = 0.
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Rechnet man in einer Orthonormalrahmung mit gij = δij für i, j = 1, 2, 3 und

g0j = −δ0j für j = 0, 1, 2, 3, so ist ∗F =
1

2
F̃kldx

k ∧ dxl mit F̃kl =
1

2
εijklF

ij

und F ij = Fij für i, j = 1, 2, 3 sowie F 0j = −F0j für j = 0, 1, 2, 3. Damit kann
man die Komponenten von ∗F bestimmen, und in Matrixschreibweise ergibt
sich

∗F =


0 B1 B2 B3

−B1 0 E3 −E2

−B2 −E3 0 E1

−B3 E2 −E1 0

 .

Die zwei Feldgleichungen kann man dann auch mit diesen Bezeichnungen

formulieren, und man erhält mit dF =
∂Fkl
∂xj

dxj ∧ dxk ∧ dxl = 0 dann nach

Sortieren der Koeffizienten für (j, k, l) = (1, 2, 3)

∂F23

∂x1
+
∂F31

∂x2
+
∂F12

∂x3
=
∂B1

∂x1
+
∂B2

∂x2
+
∂B3

∂x3
= 0 bzw. divB⃗ = 0

und für (j, k, l) = (0, 1, 2)

∂F12

∂x0
+
∂F20

∂x1
+
∂F01

∂x2
=
∂B3

∂x0
+
∂E2

∂x1
− ∂E1

∂x2
= 0 bzw. (rotE⃗)3 = −

∂B3

∂t

Analoge Rechnungen für die übrigen Komponenten von dF und d ∗ F liefern

divE⃗ = 0 und rotE⃗ = −∂B⃗
∂t
,

sowie

divB⃗ = 0 und rotB⃗ =
∂E⃗

∂t
.

Man sieht, dass sich hinter den beiden Feldgleichungen die klassischen Max-
wellgleichungen verbergen.

Lange Zeit war die Möglichkeit der Formulierung des Elektromagnetismus
als U(1)-Eichtheorie eher als zufällige Eigenschaft dieser Theorie betrachtet
worden, und somit wurde ihr kaum Beachtung geschenkt. Außerdem schien
sie, wegen der Eigenschaft, reine Phasenänderungen zu bewirken, eher eine
quantenmechanische als eine elektromagnetische Eigenschaft zu sein.

Die Idee von C.N. Yang und R. L. Mills war es, diese bei der Theorie des
Elektromagnetismus so erfolgreiche Lagrangedichte L(A) auf die Theorie der
starken Wechselwirkung zu erweitern (vgl. [YM]). Die Symmetriegruppe, die
den Isospin beschreibt (Heisenberg hatte lange vorher vorgeschlagen, Pro-
ton und Neutron als “up”- und “down”-Zustände eines abstrakten Spins
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zu beschreiben), ist hier SU(2), und die Potentiale und Felder der starken
Wechselwirkung wären somit Zusammenhänge und dazugehörige Krümmun-
gen eines SU(2)-Prinzipalbündels über R3,1. Lokal handelt es sich bei den
Potentialen also um 1-Formen mit Werten in su(2), die sich unter einer
Eichtransformation f gemäß Af = fdf−1 + fAf−1 transformieren. Da die
hier betrachtete Gruppe nicht kommutativ ist, vereinfacht sich die Gleichung
in diesem Fall nicht.

Yang und Mills postulierten die Existenz von Potentialen (= Zusammen-
hänge), die die starke Wechselwirkung beschreiben, und deren Felder (=
Krümmungen) sich aus der Lagrangedichte |F |2 berechnen lassen. Der gleiche
Variationsansatz wie in dem obigen Beispiel liefert die gleichen Feldgleichungen

DF = 0 und D ∗ F = 0.

Bemerkung 5.1. Die Lagrangedichte |F |2 ist unabhängig von der gewählten

Eichung. Das heißt für eine Eichtransformation f gilt
∣∣F f
∣∣2 = |F |2

Beweis. Die Behauptung rechnet man direkt aus:∣∣F f
∣∣2 = −Spur((fFf−1) ∧ ∗(fFf−1)) = −Spur(fF ∧ ∗Ff−1)

= −Spur(f−1fF ∧ ∗F ) = −Spur(F ∧ ∗F ) = |F |2

□

Statt einer Mannigfaltigkeit mit einer Lorentzmetrik betrachtet man nun eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit. So gelangt man dann zur folgenden

Definition 5.2. Sei P (M,π, SU(n)) ein Prinzipalbündel über der kompakten,
vierdimensionalen, Riemannschen Mannigfaltigkeit M und A die Menge der
Zusammenhänge auf P . Dann ist das Yang-Mills-Funktional

YM : A → R

definiert durch

YM(A) =

∫
M

|FA|2 = ∥FA∥2 .

Die folgende Komponentenschreibweise für das Yang-Mills-Funktional wird
in der Physikliteratur oft bevorzugt (z.B. [At], [Na], [Ra]). Sie lautet mit
F = Fkldx

k ∧ dxl

YM(A) = ∥FA∥2 = −
∫

Spur(F ∧ ∗F )
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= −1

4

∫
Spur(Fkl(∗F )mn)dxk ∧ dxl ∧ dxm ∧ dxn

= −1

4

∫ ∑
klmn

Spur(Fkl(∗F )mn)εklmnd4x

= −1

8

∫ ∑
klmnpq

Spur(FklFpqεmnpqεklmn)d
4x

= −1

2

∫ ∑
kl

Spur(FklFkl)d
4x

= −1

2

∫
Spur(FklF

kl)d4x.

Wegen des einleitenden Beispiels und der vorigen Abschnitts sieht man sofort
die Gültigkeit von

Satz 5.3. Ist der Zusammenhang A auf P selbstdual oder anti-selbstdual, so
macht A das Yang-Mills-Funktional stationär.

Beweis. Die Variationsaufgabe aus dem Beispiel zeigt:

YM stationär⇐⇒ D ∗ FA = 0.

Dabei ist der Integrationsbereich nun ganz M , und es gilt mit Aσ = A+ σB

d

dσ
YM(Aσ)|σ=0 = 2 ⟨D∗F,B⟩ .

Gemäß Definition 3.10 heißt A genau dann selbstdual (bzw. anti-selbstdual),
wenn ∗FA = FA (∗FA = −FA). Ist dies der Fall, so folgt aus der Identität von
Bianchi, DFA = 0, sofort D ∗ FA = 0, also die Behauptung. □

Die Euler-Lagrange-Gleichungen der Variationsaufgabe YM(A)
!
= stationär,

D∗FA = 0, heißen Yang-Mills-Gleichungen. Erfüllt FA diese, so nennt man FA
Yang-Mills-Feld, und den zugehörigen Zusammenhang A Yang-Mills-Potential.
Gemäß Bemerkung 3.11 ist das Yang-Mills-Funktional unabhängig von der
gewählten Eichung. Es gilt also für f aus der Eichgruppe G von P

YM(Af ) = YM(A).

Man kann das Funktional also auf der Quotientenmenge der Klassen eichäqui-
valenter Zusammenhänge, B = A/G, erklären. Man schreibt B ∋ [A] ={
Af ; f ∈ G

}
. Wegen Satz 3.13 ist auch die folgende Menge noch von Bedeu-

tung. Sie wird speziell im nächsten Kapitel Gegenstand der Untersuchung
sein.
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Definition 5.4. Die Menge der Klassen eichäquivalenter, selbstdualer Zu-
sammenhänge auf P

M = {[A] ∈ B;A selbstdual}

heißt der Modulraum des Prinzipalbündels P .
Ist M = S4 und G = SU(2), so nennt man die selbstdualen Zusammenhänge
Instantons.

6 Die Struktur des Modulraums

Gegenstand der Untersuchungen in diesem Kapitel wird der Modulraum
M der Klassen eichäquivalenter, selbstdualer Zusammenhänge eines SU(2)-
Prinzipalbündels über der Sphäre S4 sein, also der Modulraum der Instantons.

Im ersten Teil wird dazu ein Satz von Atiyah, Hitchin und Singer verwen-
det, um die Dimension der MannigfaltigkeitM zu berechnen. Dieser Satz
wird zitiert, und nach Überprüfung der Voraussetzungen für den Spezialfall
formuliert. Der zweite Teil widmet sich dann der expliziten Berechnung der
Instantons. Das heißt, dass eine lokale Parametrisierung der Räume Mk

geliefert wird.

6.1 Allgemeine Betrachtungen

Wie angekündigt, wird zuerst der oben genannte Satz zitiert. Für einen Beweis
dieses Satzes sei auf die Arbeit von Atiyah, Hitchin und Singer (vgl. [AHS])
und auf den Artikel von Thomas Friedrich (in [Fr]) verwiesen.

Satz 6.1. Der ModulraumM der irreduziblen, selbstdualen Zusammenhänge
eines Prinzipalbündels P mit halbeinfacher, kompakter Strukturgruppe G über
der selbstdualen, kompakten, vierdimensionalen, Riemannschen Mannigfal-
tigkeit M mit positiver, skalarer Krümmung R ist entweder leer, oder eine
Mannigfaltigkeit der Dimension

dimM =

∫
M

p1(AdP
C)− 1

2
dimG(χ(M)− σ(M)).

In der Formel zur Berechnung der Dimension des Modulraums ist p1(AdP
C)

die erste Pontrjaginklasse des komplexifizierten adjungierten Bündels von P ,
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χ(M) die Eulercharakteristik und σ(M) die Signatur vonM . Zur Erläuterung
dieser Begriffe vergleiche man die Ausführungen im Anhang.

Auffällig in der Formulierung von Satz 6.1 ist die Einschränkung des Modul-
raums auf irreduzible Zusammenhänge. Dabei heißt ein Zusammenhang A auf
dem G-Prinzipalbündel P reduzibel, wenn er seine Werte in einer Lieunteral-
gebra h der Liealgebra g von G annimmt. A liefert dann einen Zusammenhang
in einem reduziertem Bündel von P , das ist ein H-Prinzipalbündel über S4,
mit einer Lieuntergruppe H von G (vgl. [KN]).

Diese Einschränkung des Modulraums ist notwendig, da die reduziblen Zusam-
menhänge Singularitäten aufM liefern. Man zeigt, dass diese Singularitäten
verhältnismäßig ”harmlos” sind. Es gibt nämlich zu jeder dieser Singularitäten
eine Umgebung in M, die diffeomorph zu einem Kegel über P2C ist (vgl.
[FU]).

Im weiteren hier untersuchten Fall wird diese Einschränkung zu einer leeren
Bedingung, denn es gilt der Satz

Satz 6.2. Auf einem nichttrivialen SU(2)-Prinzipalbündel über S4 gibt es
keine reduziblen Zusammenhänge.

Beweis. Sei P ein nichttriviales SU(2)-Prinzipalbündel über M = S4, A ein
reduzibler, nichttrivialer Zusammenhang auf P und E = P ×id C2 ein zu P
assoziiertes Vektorbündel. Da A reduzibel ist, liegen die Werte in der zu u(1)

isomorphen Unteralgebra ũ(1) = R

(
i 0
0 −i

)
von su(2). Die zu dieser Alge-

bra gehörige und zu U(1) diffeomorphe, zusammenhängende Lieuntergruppe

von SU(2) ist Ũ(1) =

{(
z 0
0 z̄

)
; z ∈ U(1)

}
. Wegen der Reduzibilität des

Zusammenhangs sind die Übergangsfunktionen von P aus Ũ(1), und E spaltet
deshalb in die Summe zweier Geradenbündel L⊕K über S4 (sogar L⊕ L−1,
damit c1(E) = 0). Die komplexen Geradenbündel über M werden durch
H2(M,Z) charakterisiert, und wegen H2(S4,Z) = 0 sind L und K triviale
Bündel. Somit ist also E und schließlich auch P trivial, was einen Widerspruch
zur Annahme liefert. □

Um zu sehen, dass S4 die Voraussetzungen des Satzes 6.1 erfüllt, sind einige
Vorbetrachtungen notwendig.

Die Krümmung R einer vierdimensionalen, Riemannschen Mannigfaltigkeit
M zum Levi-Civita-Zusammenhang ist ein Schnitt in dem Unterbündel von
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Λ2T ∗M ⊗End(T ∗M) mit Standardfaser so(4) =
{
A = −AT ∈ gl4R

}
. Wegen

der Isomorphie End(T ∗M) ∼= T ∗M ⊗ TM = T 1
1M kann man die Krümmung

als 2-Form mit Werten in den (1, 1)-Tensoren auf M auffassen. Lokal kann
man also schreiben:

R =
1

2

(
R l
ijk e

k ⊗ el
)
ei ∧ ej.

Dabei ist {ei} eine lokale Orthonormalrahmung von TM und {ei} die duale
Orthonormalrahmung von T ∗M . Damit gilt dann natürlich

gij = gij = δij und Rijkl = R m
ijk gml = R l

ijk .

Nutzt man die Symmetrien dieses Tensors gemäß des abschließenden Beispiels
aus Abschnitt 3.1 aus, so ist

R =
1

2

(
1

2
Rijkle

k ∧ el
)
ei ∧ ej.

Die Krümmung ist somit eine 2-Form mit Werten in den 2-Formen. Mit
Hilfe dieses Tensors werden noch neue Größen eingeführt, die aus R durch
Kontraktion entstehen.

Bezeichnung: Der Ricci-Tensor Ric von M ist für X, Y ∈ Γ(TM) definiert
als Spur des Endomorphismus von TM , der gegeben ist durch (vgl. Abschnitt
3.1)

Z 7→ R(X,Z, Y, .) = DX(DZY )−DZ(DXY )−D[X,Z]Y.

In lokalen Koordinaten gilt

Ric(X, Y ) = R(X, ek, Y, e
k) bzw. Rij = Ric(ei, ej) = Rikj

k.

Wie man mit Hilfe der lokalen Darstellung leicht überprüft, ist der Ricci-Tensor
symmetrisch.

Die skalare Krümmung R von M ist dann definiert durch die negative Spur
des durch Ric vermittelten Endomorphismus von TM , gegeben durch Z 7→
ι−1(Ric(., Z)). Dabei ist ι : TM → T ∗M der durch die Metrik vermittelte
Isomorphismus gemäß Abschnitt 3.3. In lokalen Koordinaten gilt

R = −ι−1(Ric(., ei))(e
i)

= −ι−1(Rjie
j)(ei)

= −Rjig
jkek(e

i)

= −Rjki
kgji

= −Rik
ik.
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Abgesehen von diesen Krümmungsgrößen legt die Interpretation der Krüm-
mung als 2-Form mit Werten in den 2-Formen die Einführung der Abbildung

R̃ : Λ2T ∗M → Λ2T ∗M mit R̃(ei ∧ ej) = Rijkle
k ∧ el

nahe. Diese Abbildung ist selbstadjungiert, denn es gilt für alle i, j,m, n

g(ei ∧ ej, R̃(em ∧ en)) = g(ei ∧ ej, Rmnkle
k ∧ el)

= Rmnklg(e
i ∧ ej, ek ∧ el)

= Rmnkl(δ
ikδjl − δjkδil)

= Rmnij −Rnmji

= Rijmn −Rijnm

= Rijkl(δ
mkδnl − δnkδml)

= Rijklg(e
k ∧ el, em ∧ en)

= g(Rijkle
k ∧ el, em ∧ en)

= g(R̃(ei ∧ ej), em ∧ en).

Das Bündel Λ2T ∗M wird durch den Hodge-Operator ∗ gemäß Abschnitt 3.3
in die Summe zweier Unterbündel zerlegt, die jeweils Eigenräume von ∗ zu
den Eigenwerten +1 und −1 sind:

Λ2T ∗M = Λ2
+ ⊕ Λ2

−.

Lokal gilt für die obigen Orthonormalrahmungen ∗(ei ∧ ej) = 1

2
εijkle

k ∧ el

und somit ist
Λ2

± = span{f 1
±, f

2
±, f

3
±}

mit

f 1
± =

1√
2
(e1 ∧ e2 ± e3 ∧ e4),

f 2
± =

1√
2
(e1 ∧ e3 ∓ e2 ∧ e4)

f 3
± =

1√
2
(e1 ∧ e4 ± e2 ∧ e3).

Für R̃ hat man bezüglich dieser Basis die Zerlegung

R̃ =

(
A+ B
B∗ A−

)
: Λ2

+ ⊕ Λ2
− → Λ2

+ ⊕ Λ2
−
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mit B : Λ2
− → Λ2

+, B
∗ : Λ2

+ → Λ2
− und A± = A∗

± : Λ2
± → Λ2

±.

Eine direkte Rechnung zeigt, dass die Spur von A± sich zu SpurA± = −1

4
R

ergibt. Nun führt man noch die spurfreien Anteile W± = A± +
1

12
R ein, und

die Zerlegung von R̃ schreibt sich als

R̃ =

(
W+ 0
0 W−

)
+

(
0 B
B∗ 0

)
− 1

12
R = W +B − 1

12
R.

Das macht den Weg frei zur

Definition 6.3. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit M heißt selbstdual, wenn
in der obigen Darstellung W− verschwindet.

Insbesondere gilt die folgende Beziehung zwischen der Selbstdualität der
Mannigfaltigkeit M und der Selbstdualität des Levi-Civita-Zusammenhangs:

Bemerkung 6.4. Der Levi-Civita-Zusammenhang auf M ist genau dann
selbstdual, wenn in der obigen Darstellung W−, B und R verschwinden.

Beweis. Der Levi-Civita-Zusammenhang ist selbstdual, wenn für die Krüm-
mung R = ∗R gilt. Dabei wirkt ∗ auf die Koeffizienten Fij = Rijkle

k ∧ el und
es gilt

∗R = R⇔ Fij =
1

2
εijklg

mkgnlFmn =
1

2
εijklδ

mkδnlFmn

⇔ Rijkle
k ∧ el = 1

2
εijklδ

mkδnlRmnpqe
p ∧ eq

⇔ R̃(ei ∧ ej) = 1

2
εijklδ

k
mδ

l
nR̃(e

m ∧ en) = 1

2
εijklR̃(e

k ∧ el)

⇔ R̃(ei ∧ ej − 1

2
εijkle

k ∧ el) = 0

⇔ R̃|Λ2
−
= 0

Die Rückrichtung folgt sofort aus R̃|Λ2
−
= W− +B − 1

12
R. Die andere Rich-

tung rechnet man direkt nach. Die durch ∗R = R neu hinzugewonnenen
Symmetriebedingungen an die Rijkl liefern nach Berechnung der Matrizen in
der Basis

{
f 1
±, f

2
±, f

3
±
}
sofort B = 0 und R = 0, so dass W− = 0 zwingend

folgt. □
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Es folgt eine Bezeichnung, die es oft ermöglicht, die Selbstdualität einer
Mannigfaltigkeit ohne explizite Berechnung von W− zu überprüfen.

Bezeichnung: Der Weyl-Tensor der Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist
definiert durch

W ij
kl = R ij

kl −
1

2
(δikR

j
l − δ

i
lR

j
k − δ

j
kR

i
l + δjlR

i
k) +

R
6
(δikδ

j
l − δ

i
lδ
j
k).

Man überzeugt sich schnell davon, dass dieser Tensor die gleichen Symmetrien
erfüllt, wie der Krümmungstensor (vergleiche das Beispiel aus Abschnit 3.1).
Der Weyl-Tensor ist konform invariant. Das heißt, ändert man die Metrik g
mit einer Funktion σ zu ĝ = e2σg, so gilt Ŵ l

ijk = W l
ijk [vgl. [We1]].

Interpretiert man den Weyl-Tensor als Abbildung W̃ von Λ2T ∗M in sich
durch

W̃ (ei ∧ ej) = Wijkle
k ∧ el,

so zeigt man wieder durch direktes Ausrechnen der Matrix zu W̃ in der Basis
{f 1

±, f
2
±, f

3
±} die folgende

Bemerkung 6.5. Mit der gerade eingeführten Bezeichnung und der obigen

Darstellung von R̃ gilt W̃ =

(
W+ 0
0 W−

)
.

Die Sphäre S4 erfüllt nun die Voraussetzungen des Satzes 6.1, denn es gilt der

Satz 6.6. Für die vierdimensionale Sphäre gilt

1) S4 ist eine kompakte Riemannsche Mannigfaligkeit.

2) S4 ist selbstdual.

3) S4 hat positive skalare Krümmung.

Beweis. S4 ist als beschränkte abgeschlossenen Menge im R
5 natürlich

kompakt. Versehen mit den Karten der stereographischen Projektion

φ± : R4 → S4 \ {P±} mit P± = (0, 0, 0, 0,±1)

φ± : x 7→ (2x,±(1− |x|2)
1 + |x|2

ergeben sich die Koeffizienten der Metrik lokal zu

g±ij =

〈
∂φ±

∂xi
,
∂φ±

∂xj

〉
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=

〈
(2ei,∓2xi)
1 + |x|2

− 2xi(2x,±(1− |x|2)
(1 + |x|2)2

,
(2ej,∓2xj)
1 + |x|2

− 2xj(2x,±(1− |x|2)
(1 + |x|2)2

〉
=

1

(1 + |x|2)2
(4δij + 4xixj)− 4

(1 + |x|2)3
xj(4xi − 2xi(1− |x|2))

+
4

(1 + |x|2)4
xixj(4|x|2 + (1− |x|2)2)

=
4

(1 + |x|2)2
(δij + xixj)− 4

(1 + |x|2)2
xixj

=
4

(1 + |x|2)2
δij.

Das zeigt, dass (S4, g) konform zu (R4, δ) ist. Damit ist der Weyl-Tensor
beider Mannigfaltigkeiten der Gleiche. Da (R4, δ) flach ist, das heißt, da alle
Krümmungsgrößen verschwinden, ist W = 0, und somit auch die Komponente
W−. Damit ist S4 eine selbstduale Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Mit Hilfe der lokalen Darstellung von g berechnet man die Christoffelsymbole

wegen
∂gij
∂xk

= − 16xk

(1 + |x|2)3
δij zu

Γlij =
1

2
gkl
(
∂gjk
∂xi

+
∂gik
∂xj
− ∂gij
∂xk

)
=

(1 + |x|2)2

8
δkl
(

(−16)xi

(1 + |x|2)3
δkj +

(−16)xj

(1 + |x|2)3
δik −

(−16)xk

(1 + |x|2)3
δij

)
= − 2

1 + |x|2
(xiδjl + xjδil − xlδij),

und deren Ableitungen zu

∂Γlij
∂xm

= −2(δimδjl + δjmδil − δlmδij)
1 + |x|2

+
4xm(xiδjl + xjδil − xlδij)

(1 + |x|2)2
.

Daraus ergibt sich für die skalare Krümmung R ein Wert von

R = −gijR k
jki

=
(1 + |x|2)2

4
δijR k

kji

=
(1 + |x|2)2

4
δij

{
∂Γkji
∂xk
− ∂Γkki

∂xj
+ ΓkkmΓ

m
ji − ΓkjmΓ

m
ki

}

=
(1 + |x|2)2

4

{∑
ki

∂Γkii
∂xk
−
∑
ki

∂Γkki
∂xi

+
∑
kim

ΓkkmΓ
m
ii −

∑
kim

ΓkimΓ
m
ki

}
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=
(1 + |x|2)2

4

{∑
ki

(−2)
1 + |x|2

(δkiδki + δkiδki − δiiδkk)

+
∑
ki

4xk

(1 + |x|2)2
(xiδik + xiδik − xkδii)

−
∑
ki

(−2)
1 + |x|2

(δkiδki + δiiδkk − δikδik)

−
∑
ki

4xi

(1 + |x|2)2
(xkδik + xiδkk − xkδki)

+
∑
kim

4

(1 + |x|2)2
(xkδmk + xmδkk − xkδmk)(xiδmi + xiδmi − xmδii)

−
∑
kim

4

(1 + |x|2)2
(xiδmk + xmδik − xkδim)(xkδmi + xiδmk − xmδik)

}

= −1 + |x|2

2

∑
i

(2δii − 4δii) +
∑
i

(
2xixi − |x|2δii

)
+

1 + |x|2

2

∑
i

4δii

−
∑
i

4xixi +
∑
ik

(xixkδik + xixkδik − xkxkδii + xixiδkk + xixiδkk

− |x|2δiiδkk − xixkδik − xixkδik + xkxkδii)−
∑
ki

(xixkδik + xixiδkk

− xixkδik + xixkδik + xixkδik − |x|2δikδik − xkxkδii − xixkδik + xkxiδik)

= −1 + |x|2

2
(−8) + (2|x|2 − 4|x|2) + 1 + |x|2

2
16− 4|x|2

+
∑
i

(4xixi + 4xixi − 4|x|2δii)−
∑
i

(4xixi + 2xixi − |x|2δii − |x|2δii)

= 4(1 + |x|2)− 6|x|2 + 8(1 + |x|2)− 8|x|2 + 2|x|2

= 12.

Die Krümmung ist also positiv, womit die Voraussetzungen des Satzes 6.1 an
die Mannigfaltigkeit erfüllt sind. □

Zur Überprüfung der weiteren Voraussetzungen, nämlich die an die betrach-
tete Liegruppe, benötigt man noch die

Bezeichnung: Eine Liegruppe G heißt halbeinfach, wenn sie keine kommu-
tative, zusammenhängende normale Untergruppe besitzt.

Im Fall der hier betrachteten kompakten Liegruppe G ist das äquivalent
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zur Endlichkeit des Zentrums Z(G) = {g ∈ G; gh = hg für alle h ∈ G},
beziehungsweise zur negativen Definitheit der Killingform der Liealgebra g zu
G (vgl. [BtD]).

Da die Gruppe SU(2) kompakt ist, greifen hier die Rechnungen aus Kapitel
3.3, die gerade zeigen, dass die Killingform von su(2) negativ definit ist und
somit SU(2) die Voraussetzungen aus Satz 6.1 erfüllt.

Um die Aussage weiter präzisieren zu können, wird von der Eigenschaft der
SU(2)-Prinzipalbündel über S4 Gebrauch gemacht, durch ihre zweiten Chern-
klassen charakterisiert zu sein. Das bedeutet, dass zwei solche Prinzipalbündel
genau dann isomorph sind, wenn die zugehörigen zweiten Chernklassen über-
einstimmen. Diese werden, gemäß der Ausführungen im Anhang, mit der
Krümmung F eines Zusammenhangs auf P , bestimmt durch∫

S4

c2(P ) =
1

8π2

∫
S4

Spur(F ∧ F ) = −k ∈ Z .

k nennt man hier auch die topologische Ladung oder die Instantonzahl von
P . Im Zusammenhang mit der Instantonzahl macht man sofort die folgende

Bemerkung 6.7. Die selbstdualen Zusammenhänge des Prinzipalbündels P
mit Instantonzahl k > 0 minimieren das Yang-Mills-Funktional YM absolut.

Beweis. Es gilt für die Zerlegung F = F+ + F− der Krümmung des Zusam-
menhangs A in zwei orthogonale Anteile mit ∗F+ = F+ und ∗F− = −F−

YM(A) = ∥F∥2 = ∥F+∥2 + ∥F−∥2

und

8π2k = −
∫
S4

Spur(F ∧ F )

= −
∫
S4

(Spur(F+ ∧ F+) + Spur(F− ∧ F−) + 2Spur(F+ ∧ F−))

= −
∫
S4

(Spur(F+ ∧ ∗F+) +

∫
S4

(Spur(F− ∧ ∗F−) +

∫
S4

2Spur(F+ ∧ ∗F−)

= ∥F+∥2 − ∥F−∥2 − 2 ⟨F+, F−⟩
= ∥F+∥2 − ∥F−∥2 .
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Damit ist also

YM(A) = ∥F+∥2 + ∥F−∥2 ≥ ∥F+∥2 − ∥F−∥2 = 8π2k,

mit Gleichheit genau dann, wenn F− verschwindet, also A selbstdual ist. □

Mit Hilfe der obigen Charakterisierung der Prinzipalbündel hat man den

Satz 6.8. Für ein SU(2)-Prinzipalbündel P über S4 mit Instantonzahl k
gilt für die Auswertung der ersten Pontrjaginklasse des komplexifizierten
adjungierten Bündels von P ∫

S4

p1(AdP
C) = 8k.

Beweis. Es ist

AdP = P ×Ad su(2) ∼= su(2) ⊂ End(E) ∼= E ⊗ E∗,

mit E = P ×idC2 und den Bezeichnungen aus den vorigen Abschnitten. AdP
ist ein reelles Vektorbündel vom Rang 3 mit Standardfaser

su(2) = spanR

{(
0 1
−1 0

)
,

(
0 i
i 0

)
,

(
i 0
0 −i

)}
.

Das komplexifizierte Bündel AdPC ∼= su(2)C ist komplex dreidimensional
und hat die Standardfaser su(2)⊗C ⊂ gl2C. Ein Element aus su(2)⊗C hat
die Form(

iz2 z1 + iz3
−z1 + iz3 −iz2

)
mit z1, z2, z3 ∈ C, es gilt also su(2) ⊗ C = sl2C.

Man sieht nun, dass ein triviales Bündel T – interpretiert als triviales Bündel

mit Standardfaser C

(
1 0
0 1

)
– su(2)C zu

su(2)C ⊕ T = End(E).

ergänzt. Für die Pontrjaginklasse des komplexifizierten reellen Vektorbündels
AdP gilt (vgl. Anhang)

p1(AdP
C) = −2c2(AdPC).

Außerdem ist wegen der Eigenschaften der Chernklassen

c(AdPC) = c(AdPC)c(T ) = c(AdPC ⊕ T ) = c(End(E)) = c(E ⊗ E∗).
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Die Spaltungseigenschaft erlaubt es, das Bündel E formal als Summe zweier
komplexer Geradenbündel L und K darzustellen. Mit L∗ = L−1 und K∗ =
K−1 ist E = L⊕K und E∗ = L−1⊕K−1. Außerdem ist c(L) = 1+ c1(L) und
c1(L

−1) = −c1(L), analog für K, sowie c1(L⊗K) = c1(L)+ c1(K). Diese und
weitere Regeln für den Umgang mit Chernklassen sind im Anhang aufgeführt.
Damit und mit

c(E) = c(L⊕K) = c(L)c(K) = (1 + c1(L))(1 + c1(K))

= 1 + (c1(K) + c1(L)) + c1(K)c1(L) = 1 + c1(E) + c2(E)

folgt

c(AdPC) = c(E ⊗ E∗) = c((L⊕K)⊗ (L−1 ⊕K−1))

= c(T ⊕ (K ⊗ L−1)⊕ (L⊗K−1)⊕ T )
= c(T )c(K ⊗ L−1)c(L⊗K−1)c(T ) = c(K ⊗ L−1)c(L⊗K−1)

= (1 + c1(K)− c1(L))(1 + c1(L)− c1(K))

= 1− (c1(L)− c(K))2 = 1− (c1(L) + c1(K))2 + 4c1(L)c1(K)

= 1− (c1(E))
2 + 4c2(E).

Schließlich gilt

c2(AdP
C) = c2(E ⊗ E∗) = −(c1(E))2 + 4c2(E) = 4c2(E),

da c1(E) =
1

2π
Spur(F ) = 0 für die Krümmung F ∈ Ω2(su(2)) eines SU(2)-

Zusammenhangs auf E. Mit diesen Rechnungen gilt jetzt∫
S4

p1(AdP
C) = −2

∫
S4

c2(AdP
C) = −8

∫
S4

c2(E) = 8k,

wenn man die erste Pontrjaginklasse auswertet. Man beachte hierbei, dass für
das Prinzipalbündel und das assoziierte Vektorbündel c(P ) = c(E) ist. □

Das liefert schließlich den

Satz 6.9. Der Modulraum Mk der selbstdualen Zusammenhänge eines
SU(2)-Prinzipalbündels über S4 mit Instantonzahl k > 0 hat die Dimen-
sion

dimMk = 8k − 3.

Beweis. Für die Eulercharakteristik χ und die Signatur σ der 4-Sphäre gilt

χ(S4) = 2 und σ(S4) = 0.
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Deshalb ist

dimMk =

∫
M

p1(AdP
C)− 1

2
dimSU(2)

(
χ(S4)− σ(S4)

)
= 8k − 1

2
3(2− 0) = 8k − 3.

Insbesondere gilt für den Fall k = 1 dimM1 = 5. □

6.2 Die Parametrisierung der Instantons

Wie angekündigt befasst sich dieser Abschnitt mit der expliziten Berechnung
der Instantons zur topologischen Ladung k, das sind die selbstdualen Zusam-
menhänge eines SU(2)-Prinzipalbündels über S4, dessen zweite Chernklasse
ausgewertet −k ergibt. Das Ziel ist jedoch nicht die Berechnung aller Instan-
tons, sondern die Bestimmung eines Repräsentanten einer Eichklasse, also
eine Parametrisierung des Modulraums. Dabei wird man im Allgemeinen
nicht erwarten können, dass der gesamte Modulraum parametrisiert wird,
sondern das Ergebnis ist die Berechnung einer lokalen Karte vonMk. Wie
der vorige Abschnitt gezeigt hat, ist der Modulraum (8k − 3)-dimensional, so
daß eine entsprechende Zahl reeller Parameter in die Konstruktion einfliessen
wird.

Zur Beschreibung wird der Schiefkörper H der Quaternionen herangezogen,
da er es zuläßt, die Basismannigfaltigkeit (genauer ein Kartengebiet) wegen

R
4 ∋ (x0, x1, x2, x3) ⇆ x0 + x1I + x2J + x3K ∈ H

und die Gruppe SU(2) mit ihrer Liealgebra su(2) wegen

SU(2) ⊂ Ĥ und su(2) ⊂ Ĥ mit Ĥ =

{(
v u
−ū v̄

)
;u, v ∈ C

}

Ĥ ∋
(

v u
−ū v̄

)
⇆ Re(v) + Re(u)I + Im(u)J + Im(v)K ∈ H

gleichzeitig zu beschreiben. Dabei gilt SU(2) ⇆ {x ∈ H | |x| = 1} = Sp(1)
und su(2) ⇆ {x ∈ H∥Re(x) = 0} = ImH. Die Bezeichnungen

σ0 = 1, σ1 =

(
0 1
−1 0

)
, σ2 =

(
0 i
i 0

)
, σ3 =

(
i 0
0 −i

)
und 1, I, J,K
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werden simultan benutzt, also x = x0 + x1I + x2J + x3K = xµσµ (Zur
Unterscheidung werden die Indizes, die sich auf die Zerlegung der Quaternionen
beziehen, durch griechische Buchstaben gekennzeichnet).

Es gelten die bekannten Rechenregeln −σ2
0 = σ2

1 = σ2
2 = σ2

3 = −1, und
σµσν = σκ für (µ, ν, κ) ∈ {1, 2, 3}3 zyklisch, sowie σ∗

µ = −σµ für µ ∈ {1, 2, 3}.

Für x = x0 + x1I + x2J + x3K ist x̄ = x0 − x1I − x2J − x3K und es gilt
damit xy = ȳx̄Außerdem sieht man x̄ = (x

Ĥ
)∗ und x̄x = det(x

Ĥ
).

H
n ist als Vektorraum über H zu verstehen. Dabei ist Hn mit der komponen-

tenweisen Addition und der skalaren Multiplikation

H×Hn → H
n mit (a, x) = (a, (x1, ..., xn)) 7→ (x1a, ..., xna) = xa

versehen. Die Wirkung linearer Abbildungen ist durch

H
k×n ×Hn → H

k mit (A, x) 7→ Ax

erklärt. Für eine Matrix A ∈ Hk×n ist A∗ ∈ Hn×k mit (A∗)ij = Āji. Es
gilt A∗B∗ = (BA)∗, wohingegen wegen der fehlenden Kommutativität im
Allgemeinen A⊤B⊤ und (BA)⊤ nicht gleich sind.

Hat man eine Zuordnung

H
2 ∋ (a, b) 7→ f(a, b),

die nur von dem Quotienten von x und y abhängt, für y ̸= 0 etwa f(x, y) =
g(xy−1), so ist für zwei Punkte (a, b) und (c, d) in H2, die dieselbe Klasse in
P1H repräsentieren, also (c, d) = (a, b)t mit t ∈ H \ {0}

f(c, d) = g(cd−1) = g(at(bt)−1) = g(ab−1) = f(a, b).

Da S4 und P1H diffeomorph sind, kann man ein solches f als Zuordnung
mit Definitionsbereich S4 betrachten. Eine Karte von S4 bekommt man etwa
durch die homogenen Koordinaten auf P1H mit y = 1, die andere mit x = 1.

Betrachtet wird die Abbildung

H
2 ∋ (x, y) 7→ By − Cx =M(x, y) ∈ H(k+1)×k

mit zwei Matrizen B,C ∈ H(k+1)×k derart, dass gilt:

(1) M(x, y)∗M(x, y) ist für alle Paare (x, y) ̸= (0, 0) eine invertierbare
k × k-Matrix
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Insbesondere haben dann M und damit auch B und C den vollen Rang k.
Die Zuordnung

H
2 ∋ (x, y) 7→ span

H
{Spalten von M(x, y)} ⊂ Hk+1

ist wegen M(x, y) = M(xy−1, 1)y = M(1, yx−1)x nur von dem Quotienten
von x und y, also von der Klasse [x, y] in P1H abhängig. Man erhält somit
eine Abbildung

S4 ∋ [x, y] 7→ E[x,y] = span
H
{Spalten von M(x, y)} ⊂ Hk+1.

Das liefert dann ein Vektorbündel E über S4 vom Rang k als Unterbündel von
S4 × Hk+1. Die Faser von E über z = [x, y] ist dann Ez. Trivialisierungen
sind durch die homogenen Koordinaten gegeben, etwa

H×Hk → E mit (x, a1, ..., ak) 7→ ([x, 1],
k∑
i=1

Mi(x, 1)ai).

Dabei ist Mi die i-te Spalte der Matrix M . Das triviale Bündel S4 ×Hk+1

läßt sich mittels der natürlichen Bilinearform

h : Hk+1 ×Hk+1 → H mit h(v, w) = v∗w

in die direkte Summe von E und seinem orthogonalen Komplement bezüglich
h zerlegen. Mit L = E⊥ gilt somit S4 ×Hk+1 = E ⊕ L. Die Faser Lz von L
über z ∈ S4 ist dann gegeben durch

Lz =
{
v ∈ Hk+1

∣∣ v∗w = 0 für alle w ∈ Ez
}
.

Auf dem Bündel S4 × Hk+1 gibt es den trivialen Zusammenhang d mit
d(s1, ..., sk+1) = (ds1, ..., dsk+1) für einen Schnitt (s1, ..., sk+1). Das Bündel
L erhält durch d und durch die faserweise Orthogonalprojektion P von
S4 ×Hk+1 auf L einen Zusammenhang D. Dieser ist mit Y ∈ Γ(TS4) und
s ∈ Γ(L) definiert durch

D = P ◦ d bzw. DY s = P ◦ dY s.

Die lokale Darstellung dieses Zusammenhangs D (etwa in der Karte y = 1)
ergibt sich aus einer lokalen Rahmung N : H→ L. Für diese Rahmung gilt
mit M(x) =M(x, 1) und nach Normierung von N für alle x ∈ H:

(2) N(x)∗M(x) = 0
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(3) N(x)∗N(x) = 1

Für die Projektion P gilt in dieser Basis P = NN∗ und für einen Schnitt
s ∈ Γ(L) schreibt man s = Na mit einer Abbildung a : H→ H. Dann folgt

Ds = NN∗d(Na)

= NN∗(dN)a+NN∗Nda

= N(N∗dN + d)a.

Die lokale Darstellung von D in dieser Rahmung ist also D = d+N∗dN .

Man kann die topologische Ladung des Bündels L berechnen. Der Begriff
macht hier Sinn, da man die lokalen Rahmungen von L normieren kann, und
die Strukturgruppe von L sich somit auf Sp(1) = SU(2) reduziert. Die totale
Chernklasse von L ist c(L) = 1 + c2(L), da c1(L) wegen der Strukturgruppe
verschwindet, und die höheren Chernklassen wegen des komplexen Rangs 2
von L gar nicht vorkommen. Das Bündel T = E ⊕ L ist trivial und deshalb
gilt

1 = c(T ) = c(E)c(L).

E ist per Konstruktion die Summe aus quaternionischen Geradenbündeln
E1, ..., Ek, deren Fasern über z = [x, y] ∈ S4 gerade Ei,z =span{Mi(x, y)}
sind. Wie für L gilt auch für diese Bündel c(Ei) = 1+ c2(Ei), wobei sich diese
berechnen lassen. Das Bündel Ei ist über die Abbildung Mi(x, y) 7→ (x, y)
kanonisch isomorph zu dem Standardgeradenbündel über P1H. Dessen Faser
über [x, y] besteht aus all den Paaren (a, b) ∈ H2\ {(0, 0)}, für die [a, b] = [x, y]
gilt. In diesem Sinne ist die Faser gerade [x, y]. Gemäß [MS] ist die zweite
Chernklasse dieses Bündels ein Erzeuger von H4(S4,Z), so dass sich nach
Auswertung über S4 der Wert 1 ergibt. Das nutzt man aus und berechnet
zunächst 1 = (1 + c2(L))

∏k
i=1(1 + c2(Ei)) = 1 + (c2(L) +

∑k
i=1 c2(Ei)), also

c2(L) = −
∑k

i=1 c2(Ei) (Die höheren Terme in dem Produkt entfallen, da die
Grundmannigfaltigkeit vierdimensional ist). Wertet man das aus, so ergibt
sich für L eine topologische Ladung von

−
∫
c2(L) =

k∑
i=1

∫
c2(Ei) = k.

Im Laufe dieses Abschnitts wird noch gezeigt, dass D ein selbstdualer SU(2)-
Zusam-menhang auf L ist (vgl Satz 6.11). Man hat also mit Hilfe der Matrix
M(x, y) ein k-Instanton konstruiert.

Ändert man die Matrix M , so bekommt man in der Regel andere Bündel
E und L und somit einen anderen Instanton. Allerdings liefern nicht alle
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Matrizen verschiedene Instantons, sondern vielmehr liefert eine ganze Klasse
von Matrizen der angegebenen speziellen Art eine ganze Eichklasse, also
ein Element aus Mk. Bei den Operationen, die zur Veränderung von M
herangezogen werden, muss insbesondere darauf geachtet werden, dass die
lineare Struktur und die Eigenschaft (1) erhalten bleiben. Alle Transformatio-
nen, die diese Eigenschaft haben, sind vom Typ SMT mit T ∈ GLkR und
S ∈ GLk+1H. Dabei garantiert die Beschränkung auf konstante Matrizen die
lineare Struktur der Konstruktion, die Beschränkung auf reelle Matrizen T
das Vertauschen mit den in der Konstruktion vorkommenden Quaternionen
x und y, und die Invertierbarkeit von T und S die Rangbedingung an M .
Natürlich muss bei bei der Wahl der Transformation die Eigenschaft (1)
gewahrt bleiben.

Zuerst bemerkt man, dass die Wirkung von GLkR keinen Einfluss auf die
Konstruktion von D hat. Ist nämlich T ∈ GLkR, so ist für alle [x, y] =
z ∈ S4 Ez =span{Spalten von M(x, y)} =span{Spalten von M(x, y)T}, da
T nur eine Änderung der Basis von Ez bewirkt. Das Bündel E bleibt somit
unbeeinflusst. Anders verhält es sich mit der Wirkung von GLk+1H. Eine
Matrix S ∈ GLk+1H liefert einen Bündelisomorphismus f zwischen den
Bündeln E zuM und E ′ zu SM , der faserweise gerade S ist. Dieser wiederum
induziert einen Isomorphismus f̃ zwischen L = E⊥ und L′ = E ′⊥. Dieser ist
faserweise gegeben durch

Lz ∋ v 7→ f̃(v) = (S−1)∗v ∈ L′
z,

denn die Abbildung ist natürlich ein Isomorphismus und für w =
∑
SMiwi ∈

E ′
z gilt h((S

−1)∗v, w) =
∑
v∗S−1SMiwi =

∑
v∗Miwi = 0.

Bemerkung. Um die Zusammenhänge auf L und L′ vergleichen zu können,
erweitert man den Begriff der Eichäquivalenz auf naheliegende Weise:
Man nennt zwei G-Zusammenhänge D und D′ auf zwei G-Bündeln L und
L′ eichäquivalent, wenn die Bündel isomorph sind und wenn der mit Hilfe
eines Isomorphismus g zurückgeholte Zusammenhang g ◦ D′ ◦ g−1 auf L
eichäquivalent zu D ist. Wählt man den Isomorphismus geeignet, so sind die
Zusammenhänge gleich (vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 1.2.3). Insbesondere muss
der Isomorphismus g die G-Struktur erhalten.

In dem obigen speziellen Fall bedeutet das f̃ ∈ Sp(1), denn die Struktur wird
durch h vermittelt, und für v, w ∈ Lz gilt h(v, w) = h(f̃(v), f̃(w)) ⇔ f̃ ∈
Sp(1). Für die Matrix S bedeutet das

h(v, w) = v∗w

= h(f̃(v), f̃(w))
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= h((S−1)∗v, (S−1)∗w)

= ((S−1)∗v)∗(S−1)∗w

= v∗S−1(S−1)∗w

= v∗(S∗S)−1w.

Da h nicht entartet ist, folgt S ∈ Sp(k + 1) = {A ∈ GLk+1H |A∗A = 1}.
Damit die Zusammenhänge auf L und L′ eichäquivalent sind, muss S aus
Sp(k+1) gewählt werden. Andererseits gilt auch die Umkehrung: Wählt man
S aus Sp(k + 1), so sind die Zusammenhänge auf L und L′ eichäquivalent,
denn f̃ ist schon der geeignete Sp(1)-Isomorphismus, der D mit D′ vergleicht.
Es gilt nämlich

f̃−1 ◦D′ ◦ f̃ = S∗ ◦ P ′ ◦ d ◦ S = S∗ ◦ P ′ ◦ S ◦ d = P ◦ d = D,

wobei die Gleichheit S∗◦P ′◦S = P für v+w ∈ Ez⊕Lz also Sv+Sw ∈ E ′
z⊕L′

z

aus S∗ ◦ P ′ ◦ S(v + w) = S∗P ′(Sv + Sw) = S∗Sw = w = P (v + w) folgt.

Man zeigt, dass hierdurch der ModulraumMk schon fast vollständig charak-
terisiert ist. Eine kleine Korrektur ergibt sich nur daraus, dass die Wirkung
von (−1,−1) und (1,1) aus Sp(k+1)×GLkR auf eine MatrixM die Gleiche
ist. Man hat damit den folgenden Satz, den man in [DV], Exposé 7, findet.

Satz 6.10. (1) Für k > 0 ist

Θ̃ =
{
(B,C) ∈

(
H

(k+1)×k)2 ∣∣∣
(By − Cx)∗(By − Cx) ∈ GLkR ∀(x, y) ∈ H2\{0}

}
eine nichtleere Untermannigfaltigkeit von (H(k+1)×k)2 und die Gruppe

G = Sp(k + 1)×GLkR⧸ {(1,1), (−1,−1)}

operiert über ((g, h), (B,C)) 7→ (gBh−1, gCh−1) eigentlich und frei auf
Θ̃. Der Quotient Θ = Θ̃⧸G ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension
8k − 3.

(2) Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen Θ undMk.

Das Hauptaugenmerk liegt in diesem Abschnitt wie gesagt auf der Konstruk-
tion der Instantons, so dass die entscheidenden Teile dieses Satzes hier die
Anzahl der freien Parameter in der Menge Θ und die Injektivität in (2) sind.
Die Beweise für diese Teile werden durch die Konstruktion erbracht.

84



Zur weiteren Untersuchung beschränkt man sich auf eine Karte von S4, etwa
y = 1. Das heißt man betrachtet die Matrizen der Form

M(x) = B − Cx mit x ∈ H und C,B ∈ H(k+1)×k

und eine Karte N von L der oben angegebenen Form. Dabei haben B und
C den Rang k, die Matrix M besitzt die Eigenschaft (1) und N ist eine
Abbildung von H nach Hk+1 mit den Eigenschaften (2) und (3).

(1) M∗M ∈ GLkR (2) N∗M = 0 (3) N∗N = 1.

Wie oben berechnet wurde, hat der ZusammenhangD auf L, der den Instanton
liefert, die lokale Darstellung

A = N∗dN.

Es gilt A = Aµdx
µ = N∗∂µNdx

µ und wegen ∂µ(N
∗N) = 0 schließlich

A∗
µ = (N∗∂µN)∗ = (∂µ(N

∗N)− (∂µN
∗)N)∗ = −N∗∂µN = −Aµ.

A ist also eine 1-Form mit Werten in su(2). Außerdem gilt der folgende

Satz 6.11. Die Krümmung F zum Zusammenhang A hat die lokale Darstel-
lung F = Fµνdx

µ ∧ dxν mit

Fµν = −
3∑

k=1

2N∗C(M∗M)−1ηkµνσkC
∗N

und es gilt ∗F = F .

Dabei sind ηkµν und η̄kµν ähnlich den η-Symbolen, die von G. t´Hooft in [tHo]
eingeführt wurden. Ein Unterschied zu den Symbolen dort, resultiert aus einer
anderen Nummerierung der Quaternionen. Für k = 1, 2, 3 sind sie hier durch
die folgenden Eigenschaften definiert:

ηkµν = −ηkνµ =

{
εkµν falls µ, ν = 1, 2, 3

δkν falls µ = 0

η̄kµν = (−1)δ0µ+δ0νηkµν =

{
εkµν falls µ, ν = 1, 2, 3

−δkν falls µ = 0

Beweis. Wegen F = dA+ A ∧ A ist Fµν = ∂µAν − ∂νAµ + [Aµ, Aν ], also

Fµν = ∂µ(N
∗∂νN)− ∂ν(N∗∂µN) + [N∗∂µN,N

∗∂νN ]
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= (∂µN
∗)(∂νN)− (∂νN

∗)(∂µN) +N∗(∂µN)N∗(∂νN)]−N∗(∂νN)N∗(∂µN)

= (∂µN
∗)(∂νN)− (∂νN

∗)(∂µN)− (∂µN
∗)NN∗(∂νN) + (∂νN

∗)NN∗(∂µN)

= (∂µN
∗)(1−NN∗)(∂νN)− (∂νN

∗)(1−NN∗)(∂µN).

1−NN∗ ist die Orthogonalprojektion von Hk+1 auf

U = span {Spalten von M} = span {N}⊥

und es gilt
1−NN∗ =M(M∗M)−1M∗.

Zum Beweis sei v = Nb+ w ∈ NH⊕ U . Dann ist

(1−NN∗)(v) = v −NN∗Nb−NN∗w = v −Nb = w

und

M(M∗M)−1M∗v =M(M∗M)−1M∗Nb+M(M∗M)−1M∗w = w.

Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Identität

M∗M(M∗M)−1M∗w =M∗w,

weil M∗ eingeschränkt auf U bijektiv ist.

Aus der Eigenschaft (2) folgt (∂µN
∗)M = −N∗(∂µM) und außerdem gilt

∂µM = ∂µ(B − Cx) = −Cσµ. Beachtet man noch, dass wegen (1) (M∗M)−1

mit den σµ kommutiert, so rechnet man weiter

Fµν = (∂µN
∗)(1−NN∗)(∂νN)− (∂νN

∗)(1−NN∗)(∂µN)

= (∂µN
∗)M(M∗M)−1M∗(∂νN)− (∂νN

∗)M(M∗M)−1M∗(∂µN)

= N∗(∂µM)(M∗M)−1(∂νM
∗)N −N∗(∂νM)(M∗M)−1(∂µM

∗)N

= N∗Cσµ(M
∗M)−1σ∗

νC
∗N −N∗Cσν(M

∗M)−1σ∗
µC

∗N

= N∗C(M∗M)−1(σµσ
∗
ν − σνσ∗

µ)C
∗N.

Für µ = 0 ̸= ν ist

σµσ
∗
ν − σνσ∗

µ = −2σν = −2
3∑

k=1

δνkσk = −2
3∑

k=1

ηk0νσk ,

für µ, ν = 1, 2, 3, µ ̸= ν ist

σµσ
∗
ν − σνσ∗

µ = −σµσν + σνσµ = −2σµσν = −2
3∑

k=1

εkµνσk = −2
3∑

k=1

ηkµνσk
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und für µ = ν ist σµσ
∗
ν − σνσ∗

µ = 0. Es gilt also schließlich

Fµν = −2
3∑

k=1

N∗C(M∗M)−1ηkµνσkC
∗N.

Die Koeffizienten von ∗F rechnet man mit Hilfe der Eigenschaften der σ-
Matrizen oder der η-Symbole direkt nach. Exemplarisch gilt etwa

(∗F )µµ =
1

2

∑
κν

εµµνκFνκ = 0 = Fµµ,

(∗F )02 =
1

2

∑
µν

ε02µνFµν =
1

2
(−F13 + F31) = F31 = F02,

denn σ3σ
∗
1 − σ1σ∗

3 = −2σ3σ1 = −2σ2 = σ0σ
∗
2 − σ2σ∗

0 und

(∗F )23 =
1

2

∑
µν

ε23µνFµν =
1

2
(F01 − F10) = F01 = F23.

Also gilt tatsächlich ∗F = F . □

Durch diesen Satz ist gezeigt, dass der Zusammenhang A selbstdual ist.

Gesucht sind also im Folgenden Änderungen an M , die den Zusammenhang,
bzw. die entsprechende Klasse, nicht ändern. Diese Änderungen werden eine
kanonische Form für M liefern, also einen ausgezeichneten Zusammenhang.

Die Forderung (1) an die Matrix M ist, abgesehen von der Invertierbarkeit,
gleichbedeutend mit den Bedingungen

(1a) C∗C ist eine reelle Matrix

(1b) B∗B ist eine reelle Matrix

(1c) B∗C = (B∗C)⊤

Es gilt
M∗M = B∗B + x̄C∗Cx− (x̄C∗B +B∗Cx),

und da dies für alle x ∈ H reell sein soll, folgt mit x = 0 sofort (1b).

Für relle x = x̄ ist

M∗M = B∗B + x2C∗C − x(C∗B +B∗C),
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woraus Im(C∗C) = Im(C∗B +B∗C) = 0 folgt, also insbesondere (1a).

Fasst man das Bisherige zusammen, so liefert das (x̄ vertauscht mit der reellen
Matrix C∗C)

M∗M = B∗B + |x|2C∗C − (x̄C∗B +B∗Cx).

Damit dieser Ausdruck reell ist, muss x̄C∗B + B∗Cx = x̄C∗B +B∗Cx für
alle x gelten. Eine kurze Rechnung zeigt

x̄C∗B +B∗Cx = x̄C∗B +B∗Cx

⇔ x̄(B∗C)∗ +B∗Cx = (B∗C)⊤x+ x̄B∗C

⇔ x̄((B∗C)⊤ −B∗C) = ((B∗C)⊤ −B∗C)x

⇔ ((B∗C)⊤ −B∗C)x = ((B∗C)⊤ −B∗C)x,

wobei der letzte Ausdruck nur dann für beliebige x erfüllt ist, wenn der
Koeffizient vor x verschwindet, also (1c) gilt (man setze nacheinander die
Werte 1, I, J und K ein)

Es gibt eine Matrix G ∈ Sp(k + 1) mit

C ′ = GC =

(
0

Ĉ ′

)
,

wobei Ĉ ′ wegen des vollen Rangs von C invertierbar ist. Dieses G findet
man, da an die (k + 1)2 Einträge von G durch die Forderung der Nullzeile∑

lG1lClj = 0 für j = 1, ..., k und durch die Forderung
∑

l ḠliGlj = δij für
i ≤ j; i, j = 1, ..., k+1 gerade k+ 1

2
(k+1)(k+2) = 1

2
(k2 +5k+2) ≤ (k+1)2

Bedingungen gestellt sind.
Für das so erhaltene C ′ gilt wegen (1a)

(C ′)∗C ′ = (Ĉ ′)∗Ĉ ′ = (GC)∗GC = C∗G∗GC = C∗C = R ∈ GLkR

Da R symmetrisch und positiv definit ist, gibt es eine Matrix T ∈ GLkR mit
T⊤RT = 1. Setzt man

C ′′ = C ′T =

(
0

Ĉ ′′

)
,

so gilt damit

(C ′′)∗C ′′ = (Ĉ ′′)∗Ĉ ′′ = (C ′T )∗C ′T = T⊤(C ′)∗C ′T = T⊤RT = 1.
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Schließlich definiert man noch S ∈ Sp(k + 1) durch S =

(
1 0

0 (Ĉ ′′)∗

)
und

bekommt schließlich die kanonische Form für C durch

Ckan = SC ′′ =

(
1 0

0 (Ĉ ′′)∗

)(
0

Ĉ ′′

)
=

(
0
1

)
.

Definition 6.12. Zu M(x) = B − Cx heißt die durch das obige Verfahren
erhaltene Matrix Mkan = SGM(x)T mit

Mkan(x) = Bkan −
(

0
1x

)
die kanonische Form von M .

Wegen
B∗
kanBkan = T⊤B∗BT

und
B∗
kanCkan − (B∗

kanCkan)
⊤ = T⊤B∗CT − (T⊤B∗CT )⊤

= T⊤(B∗C − (B∗C)⊤)T

übertragen sich die Bedingungen (1b) und (1c) direkt auf die kanonische Form
und liefern noch weitere Einschränkungen in der Wahl der Einträge der Matrix
Bkan. Setzt man (Bkan)ij = bij und (Ckan)ij = cij = δi,j+1, so ist (1c) gleich-

bedeutend mit (B∗
kanCkan)ij = (B∗

kanCkan)ji oder
∑
l

b̄liclj =
∑
l

b̄ljcli oder

schließlich
bj+1,i = bi+1,j für alle i, j = 1, ..., k.

Für Bkan bedeutet das Bkan =

(
λ

B̂

)
mit B̂ = B̂⊤ ∈ Hk×k und λ ∈ H1×k.

Insgesamt hat man für die kanonische Form Mkan die Darstellung

Mkan =

(
λ

B̂ − 1x

)
mit B̂ und λ wie oben. Die Anzahl reeller Parameter ist gesunken auf 4k (aus
λ) zuzüglich 41

2
k(k + 1) (aus B̂), also auf 2k2 + 6k. Die Realitätsbedingung

(1b) als Gleichung formuliert lautet B∗B = B∗B oder mit B̂ij = bij dann

(λ∗λ)ij + (B̂∗B̂)ij = (λ∗λ)ij + (B̂∗B̂)ij bzw. λ̄iλj +
∑

l b̄liblj = λ̄jλi +
∑

l b̄ljbli
für alle i, j = 1, ..., k.

Die Anzahl der daraus resultierenden reellen Gleichungen ermittelt man
recht einfach, wenn man die Matrixelemente in Komponenten zerlegt. Zuerst
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bemerkt man jedoch, dass die Gleichung für i = j keine Bedingung liefert, und
dass sich beim Tausch von i und j die Gleichung nicht ändert. Mit λi = λµi σµ
und bij = bµijσµ hat man also

B∗B = B∗B ⇔ (λµi λ
ν
j+
∑
l

bµlib
ν
lj−λ

µ
j λ

ν
i +
∑
l

bµljb
ν
li)σ

∗
µσν = 0 für i > j. (#)

Sortiert man nach 1, σ1, σ2 und σ3, so sieht man, dass der Koeffizient vor 1
(das sind alle Summanden mit µ = ν) verschwindet, und nur die drei anderen
Koeffizienten Gleichungen liefern. Insgesamt sind das 3

2
k(k − 1), so dass die

Zahl effektiver Parameter in der Konstruktion der Zusammenhänge auf

2k2 + 6k − 3

2
k(k − 1) =

1

2
k2 +

15

2
k

gesunken ist. Weiter reduziert wird diese Zahl durch den folgenden

Satz 6.13. Die Transformationen, die einen eichäquivalenten Zusammenhang
liefern und gleichzeitig die kanonische Form von M repräsentieren, sind genau
die der Form

M 7→
(
q 0
0 T⊤

)
MT

mit q ∈ Sp(1) und T ∈ O(k).

Beweis. Das diese angegebenen Transformationen eichäquivalente Zusammen-

hänge liefern, ist klar, da

(
q 0
0 T⊤

)
∈ Sp(k + 1) und T ∈ GLkR.

Damit aber auch die kanonische Form bei einer Transformation von M zu

SMT erhalten bleibt, muss S

(
0
1

)
=

(
0
1

)
T−1 gelten. Mit S = (sij) =(

s11 ∗
∗ S̃

)
heißt das

(
s12, ..., s1,k+1

S̃

)
=

(
0
T−1

)
, also S̃ = T−1 und

s1j = 0 für j ≥ 2. Nun gilt aber zusätzlich noch S∗S = 1, also

(
s̄11 s̄21, ..., s̄k+1,1

0 (T−1)⊤

)
s11 0
s21
...

sk+1,1

T−1

 = 1.

Daraus ergibt sich (T−1)⊤T−1 = 1, (T−1)⊤(s21, ..., sk+1,1)
⊤ = 0 und

|s11|2 +
∑k+1

j=2 |sj1|2 = 1, insbesondere T ∈ O(k), (s21, ..., sk+1,1)
⊤ = 0 und

somit s11 = q ∈ Sp(1). Insgesamt hat man also die in dem Satz behauptete
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Form der Transformation erhalten. □

Die Operation der Gruppe H = O(k) × Sp(1)⧸ {(1,1), (−1,−1)} auf der
Untermannigfaltigkeit

∆ =

{
(λ, B̂) ∈ Hk(k+1)

∣∣ B̂ = B̂⊤ und

(
λ

B̂ − 1x

)
erfüllt (# )

}
von Hk(k+1) gemäß Satz 4.13 ist frei, und der Quotient ist wegen des Satzes
1 des Anhangs eine Mannigfaltigkeit der Dimension dim∆− dimH. Da die
Gruppen O(k) und Sp(1) die Dimension 1

2
k(k − 1) bzw. 3 haben, reduziert

sich, wie angekündigt, die Zahl der freien Parameter in ∆ nochmal um diese
Werte, so dass man schließlich zu einer Parameterzahl von

1

2
k2 +

15

2
k − 1

2
k(k − 1)− 3 = 8k − 3

gelangt.

Durch diese Rechnungen hat man ein Verfahren bekommen, die Instantons
explizit zu berechnen. In der Praxis tauchen allerdings Probleme auf. So
zum Beispiel in der Bestimmung aller Matrizen B, die die gewünschten
nichtlinearen Gleichungen resultierend aus B∗B = B∗B erfüllen. Eine Matrix
B, bzw. M , kann man allerdings sofort angeben:

M =


λ1 · · · λk

b1 − x
. . .

bk − x


mit λi ∈ R und bi ∈ H. Auch das entsprechende N läßt sich in diesem
Fall leicht berechnen. Dazu bestimmt man die Koeffizienten N2, ..., Nk+1 in
Abhängigkeit von N1 aus der Gleichung N∗M = 0, bzw.

λi−1N̄1 + N̄i(bi−1 − x) = 0 für i = 2, ..., k + 1.

Setzt man N1 =
1
ρ
u mit einer Funktion u : H → Sp(1) und einem Normie-

rungsfaktor ρ, so ist

N1 =
1

ρ
u und Ni = −

1

ρ

λi−1(bi−1 − x)
|bi−1 − x|2

u für i ≥ 2

mit ρ2 = 1 +
k∑
i=1

λ2i
|bi − x|2

. Daraus kann man das Potential gemäß A = N∗dN

berechnen. Im Fall u = 1 bekommt man die so genannten t´Hooft k-Instantons
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(vgl. z.B. [Ac], [BCW], [CWS]). Man gelangt auf diese Weise im Fall k > 1
allerdings nicht zu allen Instantons, was man schon daran erkennt, dass
es hier nur 5k < 8k − 3 freie Parameter gibt. Wählt man allerdings die
λi nicht reell, so benötigt man zur Wahrung der Gleichung B∗B = B∗B
Nebendiagonalelemente in B̂. Im Fall |B̂ii − B̂jj| ≫ |λk| für alle i, j, k kann
man die entsprechenden Potentiale durch t´Hooft-Lösungen approximieren
(vgl. [CWS]).

Wendet man sich dem Fall k = 1 zu, so liefert der Ansatz

M =

(
λ

b− x

)
die richtige Zahl Parameter und alle Instantons. Dabei ist λ > 0 reell und b
ein Quaternion. λ > 0 reicht hier aus, da man im Fall Imλ ̸= 0 zur Matrix(

λ̄
|λ| 0

0 1

)(
λ

b− x

)
übergehen kann.

Eine Lösung von N∗M = 0 ist dann (u = 1):

N(x) =
1

ρ

 1

−λ(b− x)
|b− x|2

 mit ρ2 = 1 +
λ2

|b− x|2
.

Das dazu gehörige Potential A berechnet sich zu

Aµ = N̄1∂µN1 + N̄2∂µN2

=
1

ρ
∂µ(

1

ρ
) +

1

ρ

λ2(b− x)
|b− x|2

(∂µ(
1

ρ
)
(b− x)
|b− x|2

+
1

ρ
∂µ

(b− x)
|b− x|2

)

=
1

ρ
∂µ(

1

ρ
) +

1

ρ
∂µ(

1

ρ
)

λ2

|b− x|2
+
λ2

ρ2
(b− x)
|b− x|2

∂µ
(b− x)
|b− x|2

=
1

ρ
∂µ(

1

ρ
)(1 +

λ2

|b− x|2
) +

λ2

ρ2

(
∂µ

1

|b− x|2
+

(b− x)∂µ(b− x)
|b− x|4

)
= ρ∂µ(

1

ρ
) +

λ2

ρ2

(
2(bµ − xµ)
|b− x|4

+
(b− x)∂µ(b− x)
|b− x|4

)
= −∂µ(ρ

2)

2ρ2
+
λ2

ρ2

(
2(bµ − xµ)
|b− x|4

+
(b− x)∂µ(b− x)
|b− x|4

)
= −λ

2

ρ2
(bµ − xµ)
|b− x|4

+
λ2

ρ2

(
2(bµ − xµ)
|b− x|4

+
(b− x)∂µ(b− x)
|b− x|4

)
=

λ2

ρ2|b− x|4
(
(bµ − xµ) + (b− x)∂µ(b− x)

)
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=
−λ2

(λ2 + |b− x|2)|b− x|2
3∑

k=1

η̄kµνσk(b
ν − xν) .

Die Gültigkeit der letzten Gleichung rechnet man direkt nach. Für µ = 0 und
µ = 1 gilt exemplarisch:

3∑
k=1

η̄k1νσk(b
ν − xν) =

3∑
k=1

3∑
ν=1

εk1νσk(b
ν − xν) +

3∑
k=1

δ1kσk(b
0 − x0)

= ε213(b
3 − x3)σ2 + ε312(b

2 − x2)σ3 + (b0 − x0)σ1
= (b0 − x0)σ1 − (b3 − x3)σ2 + (b2 − x2)σ3
= −

(
(b0 − x0) + (b3 − x3)σ2σ1 − (b2 − x2)σ3σ1

)
(−σ1)

− (b1 − x1) + (b1 − x1)σ1(−σ1)
=
(
(b0 − x0)− (b3 − x3)σ3 − (b2 − x2)σ2 − (b1 − x1)σ1

)
σ1

+ (b1 − x1)

= −
(
(b1 − x1) + (b− x)∂1(b− x)

)
und

3∑
k=1

η̄k0νσk(b
ν − xν) =

3∑
k=1

(−δνk)σk(bν − xν) = −
3∑

ν=1

σν(b
ν − xν)

= −Im(b− x)
= −((b0 − x0)− (b0 − x0)− Im(b− x))
= −((b0 − x0) + (b− x)(−σ0))
= −((b0 − x0) + (b− x)∂0(b− x))

Was in dieser Darstellung des Instantons sofort auffällt, ist die Singularität von
A in x = b. Diese kann allerdings mit Hilfe einer geeigneten Eichtransformation
beseitigt werden. Die entsprechende Transformation lautet

g(x) =
b− x
|b− x|

.

Für die Ableitungen dieser Abbildung gilt

g−1∂µg =
b− x
|b− x|

∂µ
b− x
|b− x|

=
b− x
|b− x|2

∂µ(b− x) + |b− x|∂µ
1

|b− x|

=
1

|b− x|2
(b− x∂µ(b− x)−

1

2
∂µ|b− x|2)
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=
1

|b− x|2
(b− x∂µ(b− x) + (bµ − xµ))

= −
3∑

k=1

η̄kµν
bν − xν

|b− x|2

sowie analog

g∂µg
−1 = −

3∑
k=1

ηkµν
bν − xν

|b− x|2
.

Man berechnet für das eichtransformierte Potential dann

Agµ = gAµg
−1 + g∂µg

−1

= g
−λ2

(λ2 + |b− x|2)|b− x|2
3∑

k=1

η̄kµνσk(b
ν − xν)g−1 + g∂µg

−1

=
λ2

λ2 + |b− x|2
gg−1(∂µg)g

−1 + g∂µg
−1

= (
−λ2

λ2 + |b− x|2
+ 1)g∂µg

−1

=
|b− x|2

λ2 + |b− x|2
g∂µg

−1

=
−1

λ2 + |b− x|2
3∑

k=1

ηkµνσk(b
ν − xν).

Insbesondere sieht man, dass das so transformierte Potential im Limes |x| →
∞ einer reinen Eichung entspricht. Das heißt A ∝ gdg−1 mit einer SU(2)-
wertigen Funktion g. Von dieser Situation ausgehend zeigt man, dass man das
so gewonnene Potential als lokale Darstellung eines SU(2)-Zusammenhangs
auf einem Bündels über S4 interpretieren kann, dessen Übergangsfunktion
g ist. Man berechnet per Integration die Instantonzahl dieses Bündels, etwa
mit der lokalen Darstellung des Yang-Mills-Funktionals. Man erhält – z.B.
mit Satz 4.11 –

Fµν =
−2λ2

∑3
k=1 η

k
µνσk

(λ2 + |b− x|2)2

und

−1

2

∑
µν

Spur(FµνFµν)d
4x =

48λ4

(λ2 + |b− x|2)4
d4x .
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Übereinstimmend mit den geometrischen Überlegungen zu Beginn dieses
Abschnitts, ergibt sich der Wert

48λ4
∫
R4

d4x

(λ2 + |b− x|2)4
= 8π2

(vgl. [Na], [GS]).

6.3 Ausblick

Dass der lokale ADHM-Ansatz wirklich Zusammenhänge gibt, die sich auf
S4 erweitern lassen, liefert – unabhängig von der einführenden geometrischen
Betrachtung – der folgende Satz von Uhlenbeck (vgl. [WW]).

Satz 6.14. Sei A eine Lösung der Yang-Mills-Gleichung auf R4 mit endlicher
Wirkung

∫
R4 |FA|2. Dann gibt es ein Bündel E über S4 mit Zusammenhang

D, der (über die stereographische Projektion) die lokale Darstellung d + A
hat.

Das Ergebnis des in diesem Kapitel ausgearbeiteten Ansatzes ist, wie der Satz
4.10 zeigt, die Berechnung aller Instantons. Zum Beweis des angegebenenn
Satzes sind jedoch Hilfsmittel notwendig, die den Rahmen dieser Arbeit
sprengen würden. Die Idee ist das Penrose-Twistor-Programm. Hier wird das
Problem des Lösens der Feldgleichungen in eine Problem der algebraischen
Geometrie übersetzt. Das Resultat fasst man in dem folgenden Satz zusammen
(vgl. – insbesondere zu den Bezeichnungen in 2. – [At], [DV], [WW], [AHS]
oder [AW]).

Satz 6.15. Es gibt eine natürliche Bijektion zwischen

1. der Menge aller selbstdualen SU(2)-Zusammenhänge über S4 (modulo
Eich- transformationen) und

2. der Menge aller holomorphen Vektorbündel E vom Rang 2 über P3C

(modulo Isomorphie) mit:

• E besitzt eine symplektische Struktur.

• Die Einschränkung von E zu den reellen Geraden in P3C ist trivial.

Desweiteren liefert, wie in der Einleitung kurz angerissen, die Geometrie des
Modulraums interessante Ergebnisse unter anderem in der Untersuchung der
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Topologie glatter vierdimensionaler Mannigfaltigkeiten (zusammengefasst ist
das in [Do]). So zeigt man, dass der ModulraumM1 diffeomorph zu R5 ist.
Genauer zeigen die Autoren in [AHS], dass die Gruppe SO(5, 1) der konfor-
men Diffeomorphismen von S4 transitiv aufM1 operiert, mit Isotropiegruppe
SO(5). Das liefert einen Diffeomorphismus zwischenM1 und dem fünfdimen-
sionalen hyperbolischen Raum SO(5, 1)⧸SO(5). Weitere direkte Rechnungen
liefern aufM1 eine Metrik g und einen Koordinatendiffeomorphismus Φ mit
(Φ∗g)ij = ψ(|x|)δij, wobei ψ eine Funktion ist, die nur von der Norm von
x ∈ R5 abhängt. Damit lassen sich für (M1, g) folgende Aussagen nachweisen
(vgl. [GP]).

Satz 6.16. (a) (M1, g) ist konform flach.

(b) (M1, g) ist radial-symmetrisch, d.h. die Operation von SO(5) auf S4

induziert eine Isometrie auf M1, deren Pullback die normale SO(5)-
Operation auf R5 ist.

(c) (M1, g) hat einen endlichen Radius und ein endliches Volumen und der
Rand vonM1 ist dann gerade S4

7 Anhang

Der Anhang enthält eine Übersicht verschiedener Begriffe aus der Differenti-
algeometrie und der Topologie, die im vorliegenden Text Verwendung finden.
Er dient nicht der ausführlichen Behandlung dieser Thematik, sondern ist
eher als Erläuterung der Notation gedacht. Darüberhinaus werden einige
Ergebnisse aus den oben genannten Gebieten aufgeführt, auf die im Text
direkt Bezug genommen wird. Dabei handelt es sich insbesondere um Sätze
zur Konstruktion von Bündeln und zu den Eigenschaften charakteristischer
Klassen.

7.1 Grundlagen der Differentialgeometrie

Dieser Abschnitt behandelt insbesondere die Begriffe Liegruppe und Liealge-
bra mit ihren Darstellungen, sowie den Begriff des Faserbündels. Verzichtet
wird hier auf die Definition der grundlegenden Begriffe wie Mannigfaltig-
keit, Tangentialvektor, Cotangentialvektor, (r, s)-Tensor, k-Form und deren
Zusammenfassung zu Bündeln. Diese werden für eine Mannigfaltigkeit M
üblicherweise mit Tangentialbündel, TM , Cotangentialbündel, T ∗M , (r, s)-
Tensorbündel, T rsM , und Bündel der k-Formen, ΛkT ∗M , bezeichnet. Die
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letzten beiden lassen sich zur Algebra T (M) =
⊕

r,s T
r
sM mit dem Ten-

sorprodukt ⊗ und zur graduierten Algebra ΛT ∗M =
⊕

k Λ
kT ∗M mit dem

Dachprodukt ∧ zusammenfassen. Näheres dazu findet man z.B. in [KN],
[GHV] Vol.1, [Na], [SW] oder [DFN] Part II.

Wie in der Einleitung schon vereinbart, sind die im Text vorkommenden Man-
nigfaltigkeiten und Bündel jeweils als C∞-Mannigfaltigkeiten und C∞-Bündel
zu verstehen. Ebenso sind alle Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
als C∞-Abbildungen, also als glatt, vorausgesetzt. Ausnahmen von diesen
Vereinbarungen, sofern sie auftreten, werden ausdrücklich angegeben.

Da die Begriffe Darstellung von Liegruppen und ihrer Algebren und die
Konstruktion von Bündeln in dem gesamten Text eine fundamentale Rolle
spielen, folgt nun eine kurze Einführung der Begriffe und eine Diskussion der
Konstruktionsmöglichkeiten. Grundlegende Literatur hierzu ist u.a. [GHV]
Vol.2 oder [BtD].

Eine Liegruppe ist eine Mannigfaltigkeit G, mit einer Gruppenstruktur, derart
dass die Abbildungen

(g, h) 7→ gh = lg(h) = rh(g) und g 7→ g−1 = inv(g)

glatt sind.
Die Liealgebra zur LiegruppeG ist definiert als die Menge aller linksinvarianten
Vektorfelder auf G. Das Produkt zweier Elemente A,B ∈ g ist dann für
Funktionen f auf G gegeben durch

[A,B]f = A(Bf)−B(Af).

Dabei heißt ein Vektorfeld X auf G linksinvariant, wenn das folgende Dia-
gramm kommutiert

TG
(lg)∗ // TG

G

X

OO

lg // G

X

OO

Die Liealgebra g zur Liegruppe G ist als Vektorraum isomorph zu TeG. Man
kann also g mit TeG identifizieren, wenn man das obige Produkt mit Hilfe
des Isomorphismus auf TeG überträgt.

Ein Liegruppenhomomorphismus bzw. ein Liealgebrenhomomorphismus, ist
ein glatter Gruppen- bzw. Algebrenhomomorphismus zwischen Liegruppen
bzw. Liealgebren.
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Unter einer Darstellung der Liegruppe G auf der Mannigfaltigkeit M versteht
man eine Abbildung ρ von G in die Diffeomorphismen von M , mit

ρ(gh) = ρ(g) ◦ ρ(h) und ρ(e) = id.

Man sagt dann G operiert von links auf M . ρ ist ein Liegruppenhomomorhis-
mus, und man nennt die Darstellung ρ, bzw. die Operation von G auf M , frei,
wenn nur ρ(e) Fixpunkte hat, transitiv, wenn es für alle x, y ∈ M stets ein
g ∈ G gibt, so dass ρ(g)x = y und effektiv, wenn ρ injektiv ist. Die Operation
heißt eigentlich, wenn sie die folgende Eigenschaft aufweist:

Die Abbildung θ : G×M →M ×M mit θ(g, x) = (x, ρ(g)x) ist eigentlich.
Das heißt, die Urbilder kompakter Mengen sind kompakt

Ist G (lokal) kompakt, so ist das äquivalent zu der Bedingung

Für x, y ∈M gibt es Umgebungen Ux und Uy, so dass die Menge
{g ∈ G | gUx ∩ Uy ̸= ∅} (relativ) kompakt in G ist.

Im Zusammenhang damit gilt der folgende Satz.

Satz 1. Operiert die Liegruppe G eigentlich und frei auf der Mannigfaltigkeit
M , dann besitzt der Quotient M⧸G eine Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass
die Projektion π :M →M⧸G eine glatte Submersion ist.

Ist die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit ein Vektorraum V , so nennt man
ρ eine lineare Darstellung, falls das Bild von ρ eine Untergruppe von GL(V )
ist.

Eine lineare Darstellung der Liealgebra g ist ein Liealgebrenhomomorphismus
σ : g → gl(V ). Insbesondere gilt also σ([A,B]) = [σ(A), σ(B)], wobei die
rechte Seite der gewöhnliche Kommutator linearer Abbildungen ist.

Die lineare Darstellung ρ : G → GL(V ) induziert eine lineare Darstellung
ρ∗ : g→ gl(V ). Diese ist durch das Differential von ρ gegeben und heißt die
zu ρ adjungierte Darstellung.

Beispiele.

1. Für g ∈ G wird der Automorphismus h 7→ ghg−1 = autg(h) durch die
Darstellung aut : G → Diff(G) von G auf sich selbst, mit g 7→ autg,
vermittelt. Ebenso entsprechen die Links- und Rechtrtranslationen lg
und rg den Darstellungen l und r von G auf sich.
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2. aut liefert eine lineare Darstellung Ad von G auf g. Diese ist definiert
durch Ad : G→ GL(g) mit AdgA = (autg)∗A für A ∈ g.

3. Ad liefert weiter eine lineare Darstellung ad von g auf sich selbst. Es
gilt ad : g→ gl(g) mit adAB = Ad∗A(B) = [A,B] für B ∈ g.

Im Falle der Matrixgruppen gilt autgh = ghg−1, AdgA = gAg−1 und adAB =
AB −BA. Ad bzw. ad nennt man die adjungierten Darstellungen von G bzw.
g.

Sind ρ und σ Darstellungen von G auf den Vektorräumen V und W , so
induzieren diese weitere Darstellungen auf aus V und W konstruierten Vek-
torräumen. Dabei seien ρ(g) und σ(g) die Matrizen bezüglich Basen {v1, ..., vn}
und {w1, ..., wm} von V und W .

4. ρ∗ : G→ GL(V ∗) mit ρ∗(g) = (ρ(g)⊤)−1. Diese ist über (ρ∗(g)φ)(ρ(g)v)
= φ(v) für alle g ∈ G, v ∈ V und φ ∈ V ∗ definiert. Ist {φi} die zu
{vi} duale Basis von V ∗, so heißt das nämlich (ρ∗(g)φi)(ρ(g)vj) = δij
oder δij =

∑
kl ρ

∗(g)kiφkρ(g)ljvl =
∑

l ρ
∗(g)liρ(g)lj = (ρ∗(g)⊤ρ(g))ij also

ρ∗(g) = (ρ(g)⊤)−1 für alle g ∈ G. Die zu ρ∗ adjungierte Darstellung
ergibt sich dann zu ρ∗∗(A) = −ρ∗(A)⊤ für A ∈ g.

Auf analoge Weise bekommt man weiter:

5. ρ⊕ : G→ GL(V ⊕W ) mit ρ⊕(g)(v+w) = ρ(g)v+σ(g)w. Die adjungierte
Darstellung zu ρ⊕ ist durch ρ⊕∗ (A)(v + w) = ρ∗(A)v + σ∗(A)w gegeben.

6. ρ⊗ : G → GL(V ⊗W ) mit ρ⊗(g)(v ⊗ w) = ρ(g)v ⊗ σ(g)w. Die zu ρ⊗

adjungierten Darstellung ist ρ⊗∗ (A)(v ⊗w) = ρ∗(A)v ⊗w + v ⊗ σ∗(A)w.

Durch den Isomorphismus V ⊗ V ∗ ∼= End(V ) = gl(V ) ist mit Hilfe von 4.
und 6. eine Darstellung von G auf End(V ) gegeben durch:

7. ρ̃ : G → GL(End(V )) mit ρ̃(g)Φ = ρ(g)Φρ(g)−1 = Adρ(g)Φ. Die zu
ρ̃ adjungierte Darstellung berechnet sich zu ρ̃∗(A)Φ = [ρ∗(A),Φ] =
adρ∗(A)Φ.

Anwendung finden diese Darstellungen in der Konstruktion von Faserbün-
deln. Dabei ist ein Faserbündel E ein Tupel E(M,π, F ), bestehend aus einer
Mannigfaltigkeit F , der Standardfaser, einer Mannigfaltigkeit M , der Basis,
einer Mannigfaltigkeit E, dem Totalraum, und einer surjektiven Abbildung
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π : E → M . Zusätzlich gibt es noch eine offene Überdeckung {Uα} und eine
Familie von Diffeomorphismen {φα} mit

φα : π−1(Uα)→ Uα × F und π ◦ φ−1
α (x, v) = x.

Man schreibt auch φα,x : π−1(x) → F mit φ−1
α,x(v) = φ−1

α (x, v). Die Über-
gangsfunktionen

gαβ : Uα ∩ Uβ → Diff(F ) mit gαβ(x)v = φα,x ◦ φ−1
β,x(v)

verkleben zwei Karten Uα und Uβ. Ex = π−1(x) nennt man die Faser über
x ∈M . Ein Faserbündel mit Strukturgruppe G ist ein Faserbündel, dessen
Übergangsfunktionen gαβ : Uα ∩ Uβ → G die Werte in der Liegruppe G
annehmen, und über eine Darstellung ρ auf F wirken. Es gilt also φα ◦
φ−1
β (x, v) = (x, ρ ◦ gαβ(x)v).

Zwei spezielle Typen von Bündeln, die zu den Grundbegriffen des vorliegenden
Textes gehören, sind die Folgenden. Ein Vektorbündel ist ein Faserbündel
E(M,π, V ), dessen Standardfaser V ein Vektorraum ist, und es gilt:

Die Faser Ex = π−1(x) ist für jedes x ∈M ein Vektorraum und der
Diffeomorphismus φα,x : π

−1(x)→ V ist ein linearer Isomorphismus

Die Übergangsfunktionen nehmen dann die Werte in GL(V ) an. Analog
zu oben definiert man ein G-Vektorbündel mit Hilfe einer einer linearen
Darstellung von G auf V .

Ein Prinzipalbündel P (M,π,G) ist ein Faserbündel, dessen Standardfaser eine
Liegruppe G ist, und dessen Übergangsfunktionen ihre Werte in G annehmen.
Die Darstellung von G auf G ist dabei die Linkstranslation. Es gilt also
φα ◦ φ−1

β (x, h) = (x, gαβ(x)h) für x ∈M und h ∈ G. Außerdem gibt es auf P
eine Rechtsoperation von G, die mit den Karten verträglich ist. Das heißt,
es gibt eine Abbildung R : P ×G→ P mit Rghp = Rh ◦Rgp für alle p ∈ P ,
g, h ∈ G. Man schreibt dabei R(p, g) = Rgp und es gilt

φ−1
α,x(hg) = Rgφ

−1
α,x(h) für alle x ∈M und g, h ∈ G.

Zur Konstruktion von Bündeln sind die folgenden Sätze hilfreich, deren
Beweise man z.B. in [GHV] findet.

Satz 2. M und F seien Mannigfaltigkeiten und E sei eine Menge. Es gebe
eine surjektive Abbildung π : E → M , so dass die folgenden Eigenschaften
erfüllt sind.
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(a) Es gibt eine offene Überdeckung {Uα} von M und eine Familie von
bijektiven Abbildungen

φα : π−1(Uα)→ Uα × F .

(b) Für alle x ∈ Uα und y ∈ F ist π ◦ φ−1
α (x, y) = x.

(c) Die Abbildungen φαβ : Uα ∩Uβ ×F → Uα ∩Uβ ×F mit φαβ = φα ◦φ−1
β

sind Diffeomorphismen.

Dann gibt es auf E genau eine Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass E(M,π, F )
ein Faserbündel mit Bündelkarten {(Uα, φα)} ist.

Speziell auf die Konstruktion von Vektorbündeln bezieht sich der folgende

Satz 3. M sei eine Mannigfaltigkeit und V ein Vektorraum. Zu jedem x ∈M
gebe es einen Vektorraum Ex. E =

⋃
x∈M Ex sei die disjunkte Vereinigung die-

ser Vektorräume und π : E →M die natürliche Projektion. Außerdem gebe es
eine offene Überdeckung {Uα} von M zusammen mit linearen Isomorphismen
ψα,x : Ex → V derart, dass die Abbildungen

gαβ : Uα ∩ Uβ → GL(V ) mit gαβ(x) = ψα,x ◦ ψ−1
β,x

glatt sind. Dann gibt es auf E eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur, so
dass E(M,π, V ) ein Vektorbündel mit Bündelkarten {(Uα, ψα)} ist.

Aus zwei Vektorbündeln E(M,π, V ) und F (M,π′,W ) mit Übergangsfunk-
tionen gαβ bzw. hαβ kann man mit Hilfe der obigen Sätze in naheliegender
Weise neue Bündel konstruieren. So etwa das zu E duale Bündel E∗, die
Whitneysumme E ⊕ F , das Tensorbündel E ⊗ F , das äußere Produkt E ∧ F
und das Homomorphismenbündel Hom(E,F ) mit dem Spezialfall End(E).
Die Standardfasern und auch die Fasern der jeweiligen Bündel entsprechen den
Fasern der an der Konstruktion beteiligten Bündel nach Anwendung der an-
gedeuteten Operationen. So ist z.B. (E∗)x = (Ex)

∗ und End(E)x = End(Ex)
und die Standardfaser von E ⊗ F ist V ⊗W .

Als Übergangsfunktionen der Bündel ergeben sich die Übergangsfunktionen
von E und F in der entsprechenden assoziierten Darstellung, das heißt für
das Endomorphismenbündel z.B. (x,Φ) 7→ (x, gαβ(x)Φgαβ(x)

−1) mit (x,Φ) ∈
Uα ∩ Uβ × End(V ) und für das duale Bündel (x, v) 7→ (x, (gαβ(x)

⊤)−1v) mit
(x, v) ∈ Uα ∩ Uβ × V ∗.
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7.2 Grundlagen der Topologie

Dieser zweite Teil des Anhangs behandelt einige topologische Begriffe. Ins-
besondere der Begriff der charakteristischen Klassen in Verbindung mit der
Charakterisierung der Isomorphieklassen von Vektorbündeln wird hier kurz
erläutert. Für eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist Ωk = Γ(ΛkT ∗M).
Betrachtet man den DeRham-Komplex

. . .
d→ Ωk−1 d→ Ωk d→ Ωk+1 d→ . . . ,

so nennt man die Elemente aus Zk =
{
ω ∈ Ωk; dω = 0

}
die k-Cozykel und die

Elemente aus Bk =
{
ω ∈ Ωk; ∃τ ∈ Ωk−1 : dτ = ω

}
die k-Coränder. Man sieht,

dass wegen d2 = 0 stets Bk ⊂ Zk ist. Die k-te deRham-Cohomologieklasse
von M ist definiert als der Quotient von Zk und Bk und man schreibt

Hk(M,R) = Zk⧸Bk.

Hk(M,R ist ein reeller Vektorraum. Die Summe H∗(M,R) =
⊕

kH
k(M,R)

wird durch das folgende Produkt zu einem Ring:

Hk(M,R)×H l(M,R) ∋ ([ω], [ϑ]) 7→ [ω][ϑ] = [ω ∧ ϑ] ∈ Hk+l(M,R).

Man nennt
bk = dimRH

k(M,R)

die k-te Bettizahl von M . Falls alle Bettizahlen endlich sind, definiert man
die Eulercharakteristik von M durch

χ(M) =
n∑
i=0

(−1)ibi.

Beispiel: Für die n-Sphäre Sn ist Hk(Sn,R) ∼=
{
R falls k = 0, n
0 sonst

Ist M eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt es ein Produkt
⟨ . , . ⟩ : Hk(M,R)×Hn−k(M,R)→ R mit

⟨[ω], [ϑ]⟩ =
∫
M

ω ∧ ϑ.

Dieses Produkt ist bilinear und nicht entartet. Somit sind Hk(M,R) und
Hn−k(M,R) isomorph, und man spricht von der Poincaré-Dualität.

Beschränkt man sich auf Mannigfaltigkeiten der Dimension n = 2m, so liefert
die Poincaré-Dualität eine nichtentartete Bilinearform τ auf Hm(M,R) mit
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τ([ω], [ϑ]) =
∫
M
ω ∧ ϑ. Ist die Dimension von M teilbar durch 4, so ist τ

symmetrisch. Man bezeichnet dann mit b+ bzw. b− die Anzahl der positiven
bzw. negativen Eigenwerte einer τ beschreibenden Matrix und

σ(M) = b+ − b−

nennt man die Signatur von M . Eine explizite Formel zur Berechnung von σ
ergibt sich im Zusammenhang mit den charakteristischen Klassen.

Bemerkung. In den obigen Konstruktionen der deRham- Cohomologie kann
man den Körper R durch C ersetzen. Man erhält dann die C-Vektorräume
Hk(M,C) = Hk(M,R⊗C). Es gilt auch hier bk = bn−k mit bk =dimCH

k(M,C)
für kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten M

Im Folgenden sei E(M,π,Cr, GLrC) ein komplexes Vektorbündel vom Rang
r über der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M . Die totale Chernklasse von
E ist ein Element

c(E) ∈ H∗(M,R).

Explizit ist es mit Hilfe eines Zusammenhangs D auf E und der zugehörigen
lokalen Krümmungsform F durch

c(E,D) = det(1 +
i

2π
F )

gegeben. c(E,D) ist eine formale Summe aus lokalen Formen auf M mit
Werten in C. Da c(E,D) unabhängig von der gewählten Karte ist, det(1 +
i
2π
F ) = det(1 + i

2π
gFg−1) für g ∈ G, liefert das ein Element aus Ω∗(M,C) =

⊕k(Ωk ⊗ C). Man zeigt, dass die zu c(E,D) gehörige Cohomologieklasse
unabhängig von der Wahl des Zusammenhangs auf E ist. Wählt man speziell
einen U(r)-Zusammenhang, so ist F ∗ = −F und es gilt c(E,D) = c(E,D).
Somit ist also

c(E) = [c(E,D)] ∈ H∗(M,R).

Man schreibt c(E) = 1 + c1(E) + c2(E) + . . . mit ci(E) ∈ H2i(M,R). Es gilt
z.B. c1(E) =

1
2π
Spur(F ), c2(E) =

1
8π2 (Spur(F ∧ F ) − Spur(F ) ∧ Spur(F ))

und cr =
(
i
2π

)r
det(F ).

Dabei ist die Gleichheit im Sinne eines lokalen Repräsentanten zu verstehen.
Man sieht sofort, dass cj(E) = 0 falls j > r oder 2j > n.

Die Chernklassen haben die folgenden Eigenschaften:

1. c(E) =
∑

i ci(E) mit c0(E) = 1 und ci(E) ∈ H2i(M,Z) für i > 1.
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2. Ist N eine weitere Mannigfaltigkeit und F eine Abbildung von N nach
M , so gilt für das zurückgeholte Bündel c(f ∗E) = f ∗c(E).

3. Für zwei Bündel E1 und E2 über M gilt c(E1 ⊕ E2) = c(E1)c(E2).

4. Für das kanonische Geradenbündel L über P1C ist c(L) = 1 + a mit
einem Erzeuger a von H2(P1C,Z)

5. c(T ) = 1 für das triviale Bündel T .

6. Für das zu E duale Bündel E∗ gilt cj(E
∗) = (−1)jcj(E).

7. Für zwei isomorphe Bündel E1 und E2 ist c(E1) = c(E2).

8. Sind L1 und L2 komplexe Geradenbündel über M , so ist c1(L1 ⊗ L2) =
c1(L1) + c1(L2).

Bemerkung. Die Eigenschaften 1. bis 4. dienen zur axiomatischen Einführung
der Chernklassen (vgl. z.B. [Hi], [BT] oder [GH]).

Es gilt darüberhinaus noch das Spaltungsprinzip: Um eine Polynom-
Identität in den Chernklassen zu beweisen, reicht es aus, dies unter der
Annahme zu tun, die beteiligten Bündel seien Summen von Geradenbündeln.

Im Zusammenhang mit den Chernklassen gilt der folgende Satz (vgl. [St] oder
[DFN] Part II).

Satz 4. Zwei SU(2)-Bündel über S4 sind genau dann isomorph, wenn ihre
zweiten Chernklassen übereinstimmen.

Für die Chernklasse eines Bündels E des im Satz angegebenen Typs, also eines
SU(2)-Bündels über S4, gilt wegen c1(E) = Spur(F ) = 0 für die su(2)-wertige
2-Form F

c(E) = 1 + c2(E).

In Verbindung mit reellen Vektorbündeln Ẽ(M,π,R, GLrR) gibt es ebenfalls
charakteristische Klassen. Sie heißen Pontrijaginklassen, und sind lokal über
die Krümmung F eines Zusammenhangs D auf Ẽ definiert durch

p(Ẽ,D) = det(1 +
1

2π
F ).

Diese Definition ist wieder unabhängig von der Wahl der Trivialisierung,
und die Cohomologieklasse p(E) = [p(E,D)] ist unabhängig vom gewählten
Zusammenhang. Für einen O(r)-Zusammenhang ist F = −F⊤ und det(1 +
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1
2π
F ) = det(1 − 1

2π
F ). Deshalb ist p ein gerades Polynom in F , und man

schreibt
p(Ẽ) = 1 + p1(Ẽ) + p2(Ẽ) + . . .

mit pj(Ẽ) ∈ H4j(M,R). Es gilt z.B. p1(Ẽ) = − 1
8π2Spur(F ∧F ) und p r

2
(Ẽ) =

( 1
2π
)r det(F ) falls r gerade ist. Auch hier sieht man sofort pj(Ẽ) = 0 für

2j > r oder 4j > n. Die Pontrijaginklassen haben ähnliche Eigenschaften
wie die Chernklassen. Interessant ist die Beziehung zwischen Chern- und
Pontrijaginklassen. Dazu sei ẼC das komplexifizierte Bündel zu Ẽ. ẼC ist ein
komplexes Vektorbündel vom Rang r. Dann gilt

pj(Ẽ) = (−1)jc2j(ẼC).

Umgekehrt sei E ein komplexes Vektorbündel vom Rang r und ER sei E
interpretiert als reelles Vektorbündel vom Rang 2r. Dann gilt EC

R
∼= E ⊕ Ē ∼=

E ⊕ E∗ und man setzt pj(E) = pj(ER) = (−1)jc2j(ECR). Damit ist wegen
c(EC

R
) = c(E)c(E∗) schließlich

pj(E) =
∑

k+l=2j

(−1)lck(E)cl(E) z.B. p1(E) = c1(E)
2 − 2c2(E).

Als Pontrijaginklasse einer Mannigfaltigkeit M bezeichnet man diejenige des
Tangentialsbündel, also p(M) = p(TM). Sei M eine orientierte, Riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension 2m, mit Tangentialbündel TM mit Struk-
turgruppe SO(2m). Dann ist die Eulerklasse e(M) von M definiert als die
formale Quadratwurzel aus pm(M):

e(M)e(M) = pm(M).

Das Vorzeichen ist entsprechend der Orientierung zu wählen. So definiert ist
e(M) eine 2m-Form auf M und es gilt der Satz von Gauß-Bonnet-Chern.

Satz 5. Ist M eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit, so gilt für die
Eulercharakteristik von M :

χ(M) =

∫
M

e(M).

Im Falle ungerader Dimension verschwinden beide Seiten dieser Gleichung.

Außerdem gilt ebenfalls die folgende Identität (vgl [BT] , [Hi] oder [Fr] ):

Satz 6. Ist M eine kompakte, orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension 4, so gilt für die Signatur von M

σ(M) =
1

3

∫
M

p1(M) =
1

24π2

∫
M

Spur(F ∧ F ) = 1

24π2

∫
M

(|W+|2 − |W−|2).
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Dabei sind die Bezeichnungen aus Kapitel 4.1 für den Weyltensor übernommen
worden.

Beispiel: Im Fall der 4-Sphäre gilt σ(S4) = 0, denn es gilt W = 0 (vgl.
Kapitel 4.1).
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