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Einleitung

Der vorliegende Text besteht im Wesentlichen aus zwei Teilen. Der erste
Teil befasst sich mit den verschiedenen Begriffen des Zusammenhangs in der
Differentialgeometrie und dem Beweis der Tatsache, dass all diese Begrif-
fe dquivalent sind, bzw. auseinander hervorgehen. Es ergibt sich dann ein
iibergeordnetes Konzept, das des Zusammenhangs auf einem Prinzipalbiindel.

Der Begriff des Zusammenhangs in seiner urspriinglichen Form macht Aussa-
gen iiber die Mdglichkeit des Vergleichs von Vektoren in verschiedenen lokalen
Koordinatensystemen eines affin zusammenhéngenden Raumes (vgl. [Wel],
[We2] oder [We3]). In der Physik liefert das eine mathematische Beschreibung
der allgemeinen Relativitatstheorie. Dort beschreibt der Zusammenhang die
relative Orientierung zweier lokaler Rahmungen der (gekriimmten) vierdimen-
sionalen Raumzeit. Die Idee Hermann Weyls, formuliert in [We2], war es, die
elektromagnetischen Potentiale mit der Langenmessung auf der Raumzeit zu
identifizieren. Das Transformationsverhalten der Léngen bei Umskalierung
der Metrik entspricht optisch der Freiheit in der Wahl des Potentials bis
auf die Hinzunahme eines totalen Differentials. Diese Interpretation iiber die
Skalierung wurde jedoch rasch widerlegt, da sie mit bekannten physikalischen
Tatsachen kollidierte.

Mit Entwicklung der Quantenmechanik wurde der Idee Weyls neuer Boden
geliefert. Statt die Lédngen von Vektoren zu betrachten, betrachtet man nun die
Phase einer Wellenfunktionen v als neue Variable und statt einer Anderung
der Skalierung nun eine Anderung der Phase v — ve~**. Die Anderung der
Phase dndert die beobachtete physikalische Grofle, die Observable, nicht,
vorausgesetzt das elektromagnetische Potential transformiert sich geméfl
A, — A, —0,\. Das elektromagnetische Potential 1&8t sich als Zusammenhang
interpretieren, der die Phasen der Wellenfunktion an verschiedenen Orten der
Raumzeit miteinander vergleicht.

Der neuartige Aspekt hierbei ist die Idee der inneren Struktur eines phy-
sikalischen Systems. Dem System wird in jedem Punkt der Raumzeit eine
Phase zugeordnet, und bewegt sich das System (etwa ein freies Teilchen),
so dndert sich die Phase und die Anderung wird durch den Zusammenhang
beschrieben. Der zugrundeliegende Raum ist also die Raumzeit, der in jedem
Punkt eine Version der Gruppe U(1), der Phasenraum, zugeordnet ist. Ein
Teilchen liefert somit einen Schnitt in diesem ”Faserbiindel”, der durch den
Zusammenhang, das elektromagnetische Potential, beschrieben wird. Man
spricht dann von einer Eichtheorie (hier U(1)-Eichtheorie).



Der Erfolg dieser Sichtweise veranlasste C.N. Yang und R.L. Mills (vgl. [YM])
dazu, auch die starke Wechselwirkung mit diesen Mitteln zu beschreiben.
Der Phasenraum in diesem Fall ist der Raum aller méglichen Ausrichtun-
gen des Isospins und entspricht der Gruppe SU(2). Man bekommt somit
eine SU(2)-Eichtheorie. Die Probleme in der physikalischen Interpretation
der mathematischen Ergebnisse dieses Ansatzes wurden iiber einen Zeit-
raum von mehr als 25 Jahren nach und nach beseitigt und das Konzept
der Eichtheorie wurde in dieser Zeit zu einem fundamentalen Hilfsmittel in
der mathematischen Beschreibung physikalischer Theorien (schwache Wech-
selwirkung, starke Wechselwirkung, Gravitation, Unified Theories). Mit der
Entwicklung der Eichtheorien und ihrer physikalischen und mathematischen
Aspekte beschiiftigen sich z.B. folgende Biicher und Artikel: [Mo], [BL] oder
[Bo]. Die mathematische Beschreibung der Eichtheorien liefert den Begriff
des Faserbiindels und dabei speziell den des Prinzipalbiindels. Die Theorie
der Zusammenhénge entwickelt, wie hier im ersten Teil beschrieben, seine

ganze Eleganz (vgl. [KN], [SW], [GS])

Mit der Idee von Yang und Mills beschéftigt sich dann der zweite Teil dieser
Arbeit. Es wird ein Ansatz ausgearbeitet, der selbstduale Zusammenhénge
einer SU(2)-Eichtheorie {iber der vierdimensionalen Sphire S* liefert, die so
genannten Instantons. Auf die Notwendigkeit einer euklidischen statt einer
Lorentz-Mannigfaltigkeit soll hier nicht naher eingegangen werden. Sie hat
ihre Begriindung in Resultaten aus der Quantenfeldtheorie.

Seit Anfang der siebziger Jahre ist das Interesse an konkreten Instanton- (oder
Pseudoteilchen-) Losungen der Yang-Mills-Gleichung immer weiter gestiegen.
So erschienen viele Konstruktionsansétze (z.B. [CWS], [DM], [BCW], [JR]
oder [tHo|) und auch das Interesse an der Struktur der Menge der Losungen
(modulo Eichtransformationen) wuchs (vgl. [AHS], [At], [GP] oder [Si]). Dieser
Raum spielt auch eine Rolle bei der Untersuchung differenzierbarer Strukturen
auf vierdimensionalen Mannigfaltigkeiten (vgl. [FU], [Do]). Vor allem S. K.
Donaldson lieferte durch mehrere Arbeiten in den Achtzigerjahren einen
groflen Beitrag zur Losung bis dahin ungeloster Probleme in diesem Bereich.
Eine Ubersicht iiber die Ergebnisse liefert [Do].

Das erste Kapitel der vorliegenden Arbeit gliedert sich in drei Abschnitte,
in denen die drei Konzepte des Zusammenhangs auf Mannigfaltigkeiten,
auf Vektorbiindeln und auf Prinzipalbiindeln erlautert werden. Dabei wird
besonderen Wert auf die lokale Darstellung der Zusammenhénge gelegt, da
durch sie die Ahnlichkeit der verschieden Konzepte augenscheinlich wird.
Dariiberhinaus werden Beispiele von Zusammenhéngen aufgefiihrt, von denen
mehrere im spéteren Text weitere Verwendung finden.



Nachdem man im ersten Kapitel schon gesehen hat, dass der Zusammen-
hang auf der Mannigfaltigkeit nur ein Spezialfall des Zusammenhangs auf
Vektorbiindeln ist, ist das zweite Kapitel der Aquivalenz der letzten beiden
Konzepte gewidmet. Dazu wird im ersten Abschnitt die Definition und Kon-
struktionen assoziierter Biindel an- und durchgefiihrt. Als Beispiel folgt die
konkrete Berechnung des Reperebiindels als zum Tangentialbiindel assoziier-
tes Prinzipalbiindel. Zusétzlich liefert der Begriff des assoziierten Biindels
die Moglichkeit die Menge der Zusammenhénge elegant zu beschreiben. An-
schlieBend an diese Definitionen, folgt dann der Beweis der Aquivalenz der
Zusammenhangsbegriffe.

Das dritte Kapitel ist als Vorbereitung fiir das vierte zu sehen. Es werden
hier in den ersten drei Abschnitten die Kriimmung eines Zusammenhangs,
der Begriff der Eichtransformation und der Hodge-Operator auf Mannigfal-
tigkeiten mit metrischer Struktur eingehend erldutert. Dabei wird neben der
koordinatenfreien Beschreibung der Objekte, sei es als Schnitte in gewissen
Biindeln oder als Biindelmorphismen, auch die lokale Beschreibung in den
Vordergrund gestellt, da sie die Grundlage der konkreten Berechnungen im
vierten Kapitel ist. Die Yang-Mills-Gleichung ist das Thema des letzten Ab-
schnitts dieses Kapitels. Mit Hilfe der vorher entwickelten Begriffe, liefert
diese Gleichung als Losungsmenge eine Teilmenge der Zusammenhénge eines
SU (2)-Prinzipalbiindels iiber der Sphire S*.

Das vierte Kapitel beschéftigt sich mit der expliziten Losung der Yang-
Mills-Gleichung. Der erste Abschnitt beschreibt den Modulraum mit Hilfe
eines Satzes von Atiyah, Hitchin und Singer, der auf den hier behandelten
Spezialfall angewendet wird. Im zweiten Abschnitt wird ein Ansatz von
Atiyah, Hitchin, Drinfield und Manin benutzt, um die Menge der Instantons
zu parametrisieren, der so genannte ADHM-Ansatz. Das heift, es wird eine
explizite Berechnungsmethode fiir die Lésungen der Yang-Mills-Gleichung zur
Verfiigung gestellt. Wie anschlielend gezeigt wird, ergeben sich im Fall der
1-Instantons genau die Losungen von G. t "Hooft. Zum Abschluss folgt dann
noch ein kleiner Ausblick.

Der Anhang dient der Erlduterung einiger grundlegender Begriffe aus der
Differentialgeometrie und der Topologie, die im vorliegenden Text bend6tigt
werden. Thre Beschreibung im Text wiirde zum Verstdndnis der dort behan-
delten Sachverhalte nicht beitragen, und somit den Lesefluss beeintrachtigen.
Da der Anhang somit eher den Charakter einer Fussnote hat, wird hier auf
Beweise und auf Vollstéandigkeit zugunsten von Literaturhinweisen verzichtet.

Es folgen noch einige Konventionen, von denen im Text Gebrauch gemacht



wird. Die im Text behandelten Mannigfaltigkeiten und Biindel verstehen sich
allesamt als C'*°-Mannigfaltigkeiten und C'**°-Biindel. Ebenfalls als beliebig oft
differenzierbar zu verstehen sind Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten,
Biindelmorphismen und Schnitte in Biindeln wie z.B. Vektorfelder, Tensor-
felder sowie k-Formen. Abweichungen von dieser Regel, sofern sie auftreten,
werden ausdriicklich erwahnt.

Zur Schreibweise: Durchgehend im Text gilt die so genannte Einsteinsche
Summenkonvention. Das bedeutet, dass in einem Produkt indizierter Groéfien
iiber den gesamten Indexbereich summiert wird, falls ein Index doppelt vor-
kommt und der Index nicht auf der gleichen Stufe steht. Z.B. a;b" = Z a;b",

Rzgimgkl = ZRZgimgkl oder z = zlo; = Z:ciai, aber die Summierung

ikl i
entfillt bei z°z%. Abweichungen, wie etwa die Einschrinkung des Indexberei-
ches oder die Summation iiber einen Index der gleichen Stufe, werden durch
das Summenzeichen gekennzeichnet.

1 Zusammenhénge in der Differentialgeometrie

Der Begriff des Zusammenhangs, beziehungsweise der kovarianten Ableitung,
tritt in der Differentialgeometrie an verschiedenen Stellen auf. Zum Beispiel
stofit man bei der Untersuchung der inneren Struktur von Fliachen im dreidi-
mensionalen euklidischen Raum bei der Berechnung der Ableitungsgleichungen
von Gauss und Weingarten auf die so genannten Christoffelsymbole. Diese
entpuppen sich bei niherer Betrachtung als Koeffizienten des (eindeutigen)
Levi-Civita-Zusammenhangs auf der betrachteten Flache. In der Elementar-
teilchenphysik liefert die Untersuchung der inneren Geometrie der Teilchen
den Begriff des Eichfeldes. Eine mathematische Untersuchung zeigt, dass es
sich bei den Eichfeldern um die lokalen Darstellungen von Zusammenhéngen
in Prinzipalbiindeln handelt.

Im Folgenden wird geklért, was man unter einem Zusammenhang auf einer
Mannigfaltigkeit M, beziehungsweise einem Zusammenhang auf einem Vek-
torbiindel F (M, ,V,G) versteht, und was ein Zusammenhang auf einem
Prinzipalbiindel P (M, r, G) ist. Es werden wichtige Eigenschaften beschrie-
ben und Beispiele bearbeitet. Bei den Eigenschaften werden insbesondere die
lokalen Darstellungen und ihre Transformationsverhalten eine wichtige Rolle
spielen.



1.1 Zusammenhinge auf Mannigfaltigkeiten
1.1.1 Definition und Eigenschaften

Im euklidischen Raum R™ stehen natiirliche Begriffe zum Vergleich verschie-
dener Vektoren zur Verfiigung: so etwa die Linge eines Vektors, oder die
Parallelverschiebung zur Kldrung der gegenseitigen Lage. Auf einer beliebi-
gen Mannigfaltigkeit M hat man in jedem Punkt x € M einen Vektorraum
T, M, den Tangentialraum, und es gibt auf M eine Riemannsche Metrik,
so dass T, M ein euklidischer Raum wird (vgl. [GHL]). Diese Metrik liefert
einen natiirlichen Begriff der Lange von Vektoren und auch der Begriff der
Parallelitédt innerhalb eines Tangentialraumes ist geklart.

Um Vektoren verschiedener Tangentialrdume vergleichen zu kénnen, gibt es
das Prinzip des Paralleltransports (ldngs eines Weges zwischen zwei Punkten
in M). Grundlage hierfiir ist eine zusétzliche Struktur auf M, die durch einen
Zusammenhang auf M vermittelt wird.

Definition 1.1. Ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit M ist eine
Abbildung D von der Menge der Vektorfelder auf M in die Menge der (1,1)-

Tensoren auf M
D:T(TM)—T(IT"M ®TM)

mat
(i) D(X+Y)=DX+ DY
(ii) D(f-X)=df @ X+ f- DX

fiir Funktionen f und Vektorfelder X undY. Dy X = DX (Y) nennt man
die kovariante Ableitung von X in Richtung Y .

Der Operator D ist ein lokaler Operator in dem Sinne, dass wenn X oder Y
auf einer offenen Menge U C M verschwinden, dort auch Dy X verschwindet.

Zum Beweis verschwinde zunéchst X auf U und x sei ein Punkt aus UDann
gibt es eine abgeschlossene Umgebung V' von z mit V' C U und eine Funktion
f,sodass f =1auf V und f = 0 ausserhalb von U ist. Damit ist X = fX =0
auf M. Wegen der Eigenschaft (i) ist DX = D(0X) = 0 und wieder wegen
(i) 0 = (Dy(fX)), =df(Y)(2) X, + f(z)(DyX), und es folgt Dy X = 0 auf
U, da x ein beliebiger Punkt aus U war.

Nun verschwinde Y auf U, und man setzt mit den vorigen Bezeichnungen



Y = fY = 0 auf M. Das liefert das Verschwinden von Dy X und mit der
Gleichung 0 = (Dyy (X)), = f(z)(DyX), das Verschwinden von Dy X auf
U.

Der Operator D 148t sich nun auf offene Teilmengen U von M einschranken,

also
D:T(TU) - T(T"U®TU).

Dazu definiert man die kovariante Ableitung fiir zwei Vektorfelder X und
Y auf U iiber zwei Erweiterungen X und Y fiir z € U durch (DyX), =
(Dy)z' )z Wegen der Lokalititseigenschaft, hingt das nicht von der gewéhlten
Erweiterung ab.

Diese Einschrankung liefert dann auf einer Koordinatenumgebung U mit

den Koordinaten (z!,...,x™) fiir den Zusammenhang in der lokalen Rahmung

{ei = 5%} des Tangentialbiindels die Darstellung

Die so definierten Koeffizienten Ffj nennt man Christoffelsymbole. Sie sind
die Koeffizienten der lokalen Zusammenhangsformen

k_ 1k g
Aj = Fijd:ﬂ
auf U. Insbesondere gilt fiir ein Vektorfeld X = X*e;, auf U :

DX = D (XFey)
= dX" ® e, + X" Dey,
= dX" ® e, + X' dr’ @ e,
= (dX" + XTI} da’) @ ey,
= (dX* + X7A%) @ e
)T

oder mit der abkiirzenden Matrixschreibweise X = (X1, ..., X™)" und

A= (4)
DX =dX +A-X.

Mit Hilfe des Zusammenhangs kann man den Begriff der Parallelverschiebung
von Vektoren aus dem R™ (der durch die Standardableitung D einen kanoni-
schen Zusammenhang erhélt) auf M iibertragen. Ein Vektorfeld Y auf dem
R"™ (also eine Abbildung vom R™ in den R") besteht aus parallelen Vektoren,
d.h. ist parallel, wenn es konstant ist. Das ist gleichbedeutend damit, dass die
Ableitung des Vektorfeldes liangs jeden Weges v verschwindet, DY (7) = 0.
Analog definiert man



Definition 1.2. FEin Vektorfeld Y auf M heif$t parallel lings des Weges
v: I — M, wenn fiir allet € I gilt:

DY =0.
In lokalen Koordinaten mit Y*(t) = Y* o y(t) ist das gleichbedeutend mit

(YEY (1) = —A5(Y ()Y (2)-

Insbesondere gibt es zu jedem Weg v und zu jedem ¢y € I und v € T’ ;)M
genau ein paralleles Vektorfeld Y ldngs v mit Y (o) = v (vgl. [Wa]). Im R™ mit
der Standardableitung sind das gerade die konstanten Vektorfelder. Unter der
Parallelverschiebung eines Vektors v € T, M léngs eines Weges vy von x = (1)
nach y = 7(t) versteht man den Wert des parallelen Vektorfeldes zu v und ¢
zum Zeitpunkt ¢. Dabei stimmen im Allgemeinen Parallelverschiebungen langs
verschiedener Wege nicht {iberein. Insbesondere erhélt man auf geschlossenen
Wegen nicht notwendigerweise den Ausgangsvektor zuriick. Dies fiihrt dann
zum Begriff der Holonomie (vgl [Na]).

Bemerkung 1.3. Der Zusammenhang D lafit sich eindeutig zu einer Abbil-
dung auf der Menge der Tensorfelder auf M

D :T(T(M))— (T (M))

erweitern, wenn man folgende Eigenschaften fordert:

1. Fir ein Tensorfeld K und ein Vektorfeld X ist Dx K vom gleichen Typ
wie K.

2. Fiir Funktionen f auf M ist Df = df.
3. Fir zwei Tensorfelder K und L gilt D(K ® L) = DK ® L+ K ® DL.

4. D wvertauscht mit allen Kontraktionen.

Beweis. Existenz:

Sei w ein (0, 1)-Tensor und X ein Vektorfeld auf M. Dann gilt fiir ein beliebiges
Vektorfeld Y auf M mit der Kontraktion R(w @ X) = w(X):



2 &(Dy(w ® X))

2 ((Dyw) ® X +w ® Dy X)
= (Dyw)(X) + W(DyX)

Also liefert das die Wirkung des Zusammenhangs auf (0,1)-Tensoren zu
Dyw(X) = d(w(X))(Y) = w(Dy X).

Wegen der Eigenschaft 3. hat man damit die Wirkung auf beliebige Tensoren.
Eindeutigkeit: Dazu benotigt man die folgenden kleinen Aussagen.

(i) Die obige Abbildung D mit den Eigenschaften 1. - 4. hat die Lokalitats-
eigenschaft, d.h.: Ist U C M offen und ist K = 0 auf U, so ist Dy K =0
fiir jedes Vektorfeld Y auf U. Insbesondere folgt dann aus K = L auf
U dort auch sofort DK = DL. Diese Ausage ist analog zur Bemerkung
nach Definition 1.1 und zum Beweis ersetzt man nur X durch K.

(ii) Zwei Abbildungen D, D’ mit den obigen Eigenschaften stimmen auf
['(7T(M)) iiberein, wenn sie auf allen Funktionen und allen Vektorfeldern
ibereinstimmen.

Wegen (i) ist dies eine lokale Aussage und man kann sich auf eine Koordina-
tenumgebung zuriickziechen. Wegen der Eigenschaft 3. mufi man nur zeigen,
dass D auf den (0, 1)-Tensoren verschwindet, wenn D dies auf den Vektor-
feldern und auf den Funktionen tut. Wegen der Wirkung von D auf den
(0, 1)-Tensoren geméf des Existenzbeweises, folgt dies aber sofort. 0J

1.1.2 Der Levi-Civita-Zusammenhang

Als Beispiel eines Zusammenhangs auf einer Mannigfaltigkeit, M, betrachte
man im Folgenden den Fall einer Riemannschen Mannigfaltigkeit mit Rie-
mannscher Metrik g. Auf M gibt es einen ausgezeichneten Zusammenhang,
den Levi-Civita-Zusammenhang, der mit der Metrik in der folgenden Weise
vertraglich ist.

Satz 1.4. Sei (M, g) eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Dann gibt es auf M
einen eindeutig definierten Zusammenhang D, den Levi-Civita-Zusammen-
hang, so dass fiir alle Vektorfelder X,Y und Z auf M gilt:

1. d(g(X,Y))(Z) = g(DzX,Y) + g(X, DzY)
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2. DxY — DyX =[X,Y]

Beweis. Wegen 1. gilt

d(g(X,Y))(Z) = g(DzX,Y)+ g(X,DzY),
d(g(X,2))(Y) = g(DyX,Z)+ g(X,Dy Z)

und

d(g(Z,Y)(X) = g(DxZ,Y) + g(Z,DxY).

Addiert man die ersten zwei Gleichungen, und subtrahiert die dritte, so ergibt
sich nach Umsortierung und Anwenden von 2.

29(Dy Z,X) = d(g(X,Y))(Z) + d(g(X, 2))(Y) — d(9(Z,Y))(X)
- g(Y, [Z7 X]) - 9(27 [Y7 X]) - g(X7 [27 Y])

Wegen des durch g vermittelten Isomorphismus zwischen 7*M und T'M wird
Dy Z eindeutig durch diese Darstellung definiert, und man rechnet leicht nach,
dass D die Eigenschaften eines Zusammenhangs und natiirlich die Eigenschaf-
ten des Levi-Civita-Zusammenhangs erfiillt. O

Mit der obigen Bemerkung und der Einfithrung des Torsionstensors T'(X,Y) =
DxY — Dy X — [X, Y] schreiben sich die Bedingungen als
1.Dg=0 und 2.7 =0.

In lokalen Koordinaten lauten sie

04ij
1. axzz = Dhigiy + gilrgﬁ und 2. Ffj — 1“;?1.7

wobel g;; = g(e;, €;) = gj; ist. Damit ergeben sich die Christoffelsymbole des
Levi-Civita-Zusammenhangs zu

1/ Ogy, n gk 0gij
2\ 0zt Oxd Oz )~

L _
gul'y; =

Wie oben erwéhnt, spielt der Levi-Civita-Zusammenhang eine grofle Rolle in
der klassischen Untersuchung der inneren Struktur der Flichen im R3. Das
fithrt zu der bekannten Tatsache, dass die Eigenschaft einer Fliache gekriimmt
zu sein, ganz durch die Metrik auf der Flache, also durch Langenmessung,
bestimmt wird. Das spiegelt sich darin wider, dass die Christoffelsymbole, als
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Ma# fiir die Abweichung der Tangentialrdume vom ”Parallelsein”, durch die
Koeffizienten der Metrik bestimmt sind.

Bemerkung. Handelt es sich bei M um eine Riemannsche Untermannigfal-
tigkeit von N mit Levi-Civita-Zusammenhang D", so ist der entsprechende
Levi-Civita-Zusammenhang auf M durch DM = Po D gegeben. Dabei ist P
die Orthogonalprojektion von T'N auf T'M. Ist M speziell eine Hyperflache,
so ist N der euklidische Raum, DV die gewthnliche Ableitung und P die
gewohnliche Projektion (vgl. [GHL]).

2 Zusammenhinge auf Vektorbiindeln

2.0.1 Die invariante Definition

Die Definition des Paralleltransports im Tangentialraum einer Mannigfal-
tigkeit, gesehen als Vektorbiindel TM (M, m, R", GL,R), 148t sich direkt auf
beliebige Vektorbiindel E(M, w,V,G) verallgemeinern. Dazu benétigt man
wie oben den Begriff des Zusammenhangs oder der kovarianten Ableitung.
Die Grundlage wird im Folgenden ein Vektorbiindel mit Strukturgruppe
G C GL,R sein, die auf den Vektorraum V per Multiplikation von links
operiert (Eine Verallgemeinerung auf andere Gruppen und andere Opera-
tionen wird sich in Kapitel 2 automatisch ergeben). Mit I'(E) werden die
Schnitte in E bezeichnet, das sind die Abbildungen s : M — F mit der
Eigenschaft m o s =id. I'(T'M) ist wie oben die Menge der Vektorfelder auf
M und T (A'T*M) =T (T*M) ist die Menge der 1-Formen auf M.

Definition 2.1. Ein Zusammenhang auf einem Vektorbindel E(M,n,V,G)

ist eine Abbildung
D:T(E) - T(T"M ® E),

so dass fir alle Schnitte t und s in E und fir alle Funktionen f auf M
folgendes erfiillt ist:

(i) D(s+t)= Ds+ Dt
(it) D(f-s)=df ® s+ f- Ds
Dxs = Ds(X) heifit die kovariante Ableitung von s in Richtung X .

Aus der Definition folgt sofort, dass fiir alle Funktionen f, Vektorfelder
X,Y und Schnitte s die kovariante Ableitung die Eigenschaft D;.x1yys =
f . DXs + DyS hat.
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Vollig analog zum Fall des Tangentialbiindels kann man den Paralleltrans-
port von Vektoren erkldaren, um damit die Verbindung zweier Fasern im
Vektorbiindel zu beschreiben.

Beispiel. Im trivialen Biindel M x R™ hat ein Schnitt die einfache Gestalt
s(z) = (s1(x), ..., Sp(x)) mit Funktionen s, : M — R.

1. Ein Zusammenhang D auf F kann man definieren durch Ds mit
(Ds), = ds;.
Dieser Zusammenhang heifit flacher Zusammenhang auf E.

2. Einen anderen Zusammenhang D’ auf M x R™ kann mit Hilfe einer
(n x n)-Matrix A, deren Eintrdge 1-Formen auf M sind, das heifit
Al € T (A'T*M), definieren. Dazu setzt man fiir i = 1,....n

(D's); = ds; + A{sj
oder kurz
D's=ds+ A-s.

A heifit dann die Zusammenhangsmatrix zum Zusammenhang D’.

Bemerkung 2.2. Mit Hilfe der Konstruktion aus Beispiel 2. bekommt man
alle Zusammenhdnge auf dem trivialen Biindel.

Beweis. Zu zeigen ist, dass mit einem Zusammenhang D auf E der Operator
D — d die Form D — d = A hat, mit einer Matrix A deren Eintrédge 1-Formen
auf M sind. Das heifit, der Operator Dy — dx ist fiir jedes Vektorfeld X ein
linearer Operator A(X). Dafiir reicht es zu zeigen, dass fiir Schnitte s und ¢
und fiir Funktionen f die folgende Relation erfiillt ist:

(Dx—dx)(f's—i-t):f'(Dx—dx)S+(Dx—dx)t.

Das folgt allerdings sofort aus den Eigenschaften (i) und (ii) fiir die Zusam-
menhénge D und d. 0

Man sieht an dieser Bemerkung, dass die Menge A aller Zusammenhénge auf
dem trivialen Biindel ein affiner Raum ist. Wahlt man einen Nullpunkt, etwa
d, so ist A ~ {1-Formen auf M mit Werten in M,R}.
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2.0.2 Die lokale Darstellung des Zusammenhangs

Das Beispiel 2 zeigt, dass die matrixwertigen 1-Formen bei der Beschrei-
bung der Zusammenhénge auf einem Vektorbiindel E eine wichtige Rolle
spielen. Deutlich wird das bei der Betrachtung des lokalen Verhaltens des
Zusammenhangs, insbesondere bei einem Wechsel der Biindelkarte.

Ist {U,} eine Uberdeckung von M mit Biindelkarten (U, ,) von E, das
heifit, die ¢, sind fasertreue Diffeomorphismen von 7~ (U,) C E auf U, x R",
bzw. fiir € U, lineare Isomorphismen ¢, : 7~ '(z) — R", so kann man
jedem Schnitt s in E den lokalen Schnitt

So Uy = R™ mit  s,(2) = g 0 s(x)

zuordnen. Ist D ein Zusammenhang auf E, so hat die Einschrinkung von D
auf das triviale Biindel E|U, wegen der Bemerkung 1.6 die Gestalt

(Ds),, = dsq + Aq - Sa

mit einer Matrix A, € M, (I' (A'T*U,)). Diese Matrix heiit lokale Zusam-
menhangsmatrix des Zusammenhangs D.

Beim Ubergang zu einer anderen Karte (Ug, pp) wird die lokale Zusam-
menhangsmatrix im Allgemeinen auch eine andere sein. Schreibt man die
Ubergangsfunktion zwischen den Karten als gns : Uy, N Uz — G, so gilt
(Ds), = gap - (Ds); und deshalb

(Ds), = gas(dss + Agss)
= Japd(9pasa) + JapAsgdsa - Sa
= Jap9paldse + (Jopdgsa + JopApdsa)Sa
= dsa + (9apdgos + 9opAsgng)Sa-

Das heifit, es gilt der folgende

Satz 2.3. Die lokalen Zusammenhangsmatrizen A, eines Zusammenhangs
D auf einem Vektorbiindel E geniigen bei einem Kartenwechsel mit der
Ubergangsfunktion gos : Uy NUg — G der Transformationsformel

Aa = gaﬂdgo_(é + gaﬁAngﬁl'

Umgekehrt ist ein Zusammenhang auf E durch seine lokale Darstellung schon
bestimmt.
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Satz 2.4. Zum Vektorbindel E gebe es zum Atlas {(Ua, pa)} eine Familie
von matrizwertigen 1-Formen

{A, e M, (T (A'T*U,)) },

die bei einem Kartenwechsel das Transformationsverhalten aus Satz 1.7 ha-
ben. Dann gibt es genau einen Zusammenhang auf E, der die A, als lokale
Zusammenhangsmatrizen hat.

Beweis. Man definiert D iiber seine lokale Darstellung. Man setzt also
(Ds)g = dsq+Aas, fiir einen Schnitt s in F in der Karte U,,. Damit ist Dx s fiir
X € I'(T'M) ein Schnitt in E, denn es liegt das benétigte Transformationsver-
halten

(Ds), = gas - (Ds)g vor (dazu verfolgt man die obige Rechnung zuriick).
AuBlerdem gilt

(D(fs+1)a=d(fs+1t)a+ Aa(fs+1)a

= d((f5>a + toz) + Aa((fs)a + ta)

= d(faSa) + faAasSa + (Dt)a
= dfo, ® So + fa(dsa + Aasa) + (Dt),
= (df)a ® Sa + fa(Ds)a + (Dt)q
=(df ® $)a+ (fDs)a + (Dt)s
= (df ® s+ fDs + Dt),,

so dass die Bedingungen (i) und (ii) fiir einen Zusammenhang auch erfiillt
sind. Dabei sind fiir Formen und Funktionen auf M die indizierten Gréfien
einfach die Einschrankungen auf die jeweilige Karte.

Die Eindeutigkeit folgt sofort aus der Tatsache, dass die Differenz zweier Zu-

sammenhénge mit denselben Zusammenhangsmatrizen iiberall verschwindet.
0

Mit den Abkiirzungen QF =T (AFT*M) und Q% (E) =T (A*T*M @ E) - fiir
k = 0 sind das gerade die Schnitte in E - ist ein Zusammenhang auf £ per
Definition eine Abbildung von Q° (E) nach Q' (E). Diese Abbildung 148t sich
auf natiirliche Weise erweitern.

Bemerkung 2.5. Fin Zusammenhang D auf E lifit sich fiir alle k € N
eindeutig zu einer Abbildung

D:QF(E) — Q" (E)
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erweitern, wenn man fiir alle ¥ € QF und s € T (E) die folgende Produktregel
fordert:
D(s®9)=s®dJ)+ DsN9.

Auf einen Beweis dieser Bemerkung wird an dieser Stelle verzichtet, da sich
diese Erweiterung in einem spéteren Kontext nicht als eine solche erweist,
sondern der Zusammenhang auf dem Vektorbiindel, also k£ = 0, dann eher
als Spezialfall zu sehen ist (vgl. Kapitel 2). Es wird sich zeigen, dass diese
Erweiterung bei der Einfithrung der Kriimmung eine wichtige Rolle spielt.

2.0.3 Konstruktion von Zusammenhingen

Aus Vektorbiindeln E(M,7,V,G) und F(M, 7', W,G"), mit G C GL,R und
G' ¢ GL,,R, kann man durch naheliegende Operationen neue Vektorbiindel
konstruieren (vgl. Anhang). Auf diesen kann man dann mit Hilfe von Satz
1.8 und mit Hilfe der Zusammenhéinge D auf F bzw. D’ auf F' neue Zu-
sammenhénge definieren. Dazu bezeichnen im Folgenden {(U,, ¢s)} bzw.
{(Ua, ¥a)} Atlanten und gos bzw. h.g die Ubergangsfunktionen sowie A,
bzw. Al die lokalen Zusammenhangsmatrizen von E bzw. F.

1. Ein Zusammenhang auf dem zu F dualen Biindel E*.

Behauptung. Durch die Matrizen
j{a: _AZ;

wird auf E* ein Zusammenhang D* definiert.

Beweis. Das Biindel E* hat gemé#f der Ausfithrungen im Anhang die

Ubergangsfunktionen Eagz g;éT. Man hat also zu zeigen, dass fiir die

Matrizen A, das geforderte Transformationsverhalten haben. Es gilt:

IZ.Q - _A:XI—

= _(gaﬁdg;ﬁl + ga5A59;61>T

= —(dg.3" V905 — 9op Al Gas

* x—1 * x  x—1
= —(d 9ap) 9op + JapAsdug

x—1 x % x—1

=UGap d 9op + gaﬂAggaﬂ .
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Die letzte Gleichung folgt aus der Identitét
0= d (id) = d(9gapas) = (A9a5)9as + 9asdYas-

Das beweist, dass die Matrizen einen Zusammenhang auf £* definieren.
O

. Ein Zusammenhang auf der Summe F & F' zweier Vektorbiindel.

Behauptung. Durch die Matrizen

A A, O
Aa‘(o A;)

wird auf F @ F ein Zusammenhang D® definiert.

Beweis. Das Biindel £ @ F hat die Ubergangsfunktionen JaB -

Uy NUs = GLpmR mit §os = <ggﬂ ho > Damit bleibt wieder das
af

gewiinschte Transformationsverhalten der Zusammenhangsmatrizen zu

zeigen. Das ist aber klar, denn die Gleichung A, = gaﬁdg;g + gaﬁAﬁg;g

hat komponentenweise die Gestalt

(Aa 0 > - (gaﬂdg;,él’ +gaﬂAﬂg;/; . 0 1)
/ - — ! - )
0 Aa 0 haﬂdhag + haﬂAﬁhaﬁ
und das sind gerade die Transformationen in £ bzw. F. O

. Ein Zusammenhang auf dem durch f: N — M zuriickgeholten Biindel
f*FE iiber der Mannigfaltigkeit N.

Behauptung. Durch die Matrizen
Aa = f*Aa

gebildet aus den komponentenweise zuriickgeholten Differentialformen,
wird auf f*F ein Zusammenhang f*D definiert.
Beweis. Im Biindel f*F haben die Ubergangsfunktionen die Gestalt
Gop = [*9ap = gap © f. Deshalb gilt:
Aa = f*Aa
= [*(9apd9ns + 9apAsgas)
= (gag 0 f)d(gas 0 f) + (9as 0 ) As(gzz 0 f)
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= Gapding + JapAsfns-
Dies ist das geméfl Satz 1.8 geforderte Transformationsverhalten zur
Definition eines Zusammenhangs. 0

. Ein Zusammenhang auf einem zu E isomorphen Biindel £’

Behauptung. Durch die Matrizen
A=A 0d!

ist auf £’ ein Zusammenhang gegeben (dabei ist ® die unten angegebene
Abbildung).

Beweis. Zu den Biindeln E(M,n, V) bzw. E'(M’', 7', V) induziert der
Biindelisomorphismus f einen Diffeomorphismus ® zwischen M und
M’ und lineare Isomorphismen f, zwischen den Fasern 7!(z) und
71 ®(x)). Zu den Karten (Uy, ¢,) und den Ubergangsfunktionen g,s
von E, konstruiert man Karten (U’ ) und Ubergangsfunktionen hqgs

mit U, = ®(Ua), @by = Cao-1(y) Und has(y) = gap(®'(y)). Dann
folgt das benotigte Transformationsverhalten einfach durch Ersetzen
der entsprechenden Groflen. Ist speziell M = M’, und ® = id, so sind
die Matrizen identisch. 0

. Ein Zusammenhang auf dem Tensorbiindel £ ® F' der Biindel E und F'.
Behauptung. Durch die Produktregel

D¥(s®t)=Ds®t+s® D't
wird ein Zusammenhang auf £ ® F' definiert, der die lokale Darstellung
(D®r)y = dry + A%r,

firr e (E®F) mit A = A, ® 1+ 1® Al besitzt.

Beweis. Die Ubergangsfunktionen im Tensorbiindel haben die Gestalt
Fap(t) = as(@) ® has(z) € GO .
Die lokale Darstellung von D® ergibt sich zu

(DP(s@1))a = (D8)a @ to + S0 @ (D't)
=dse @ to+ Sa @ dly + AaSa @to + o @ Al L,
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und entspricht somit der Behauptung. Auflerdem gilt

A2 =A,®1+1Q A,

= (9apdnp + 9opAsgas) @ 1+ 1® (hapdh_j + hasAlhs)

= Gapdgos @ 1+ 1@ hapdh s+ gapAsgns @ 1+ 1@ hagAlh

= 9apdgns @ hashoh + gasgus ® hapdhll + gasAsgas ® hash s
+ Gapdas @ hasAlhys

= (9ap @ hap)(dges © hog + go5 © dhys)
+ (9as @ hap)(Apgas @ hos + o5 © Ahos)

= kapd(g,5 @ hog) + kap(Ag @ 1+1® Af)(go5 ® hop)

= kagdkyz + kap ATk,

Also erfiillen die Matrizen A% die notwendige Transformationsregel. [

Die Konstruktion der obigen Zusammenhénge, und die Wirkung der lokalen
Zusammenhangsmatrizen A, auf die Schnitte in den aus F konstruierten
Biindeln, wird durch die Einbeziehung einer linearen Darstellung p der Lie-
gruppe G und der zugehorigen adjungierten Darstellung p, der Liealgebra g,
sowie des Begriffs des assoziierten Biindels in Kapitel 2, weiter vertieft. Wie
im Anhang beschrieben, liefert zum Beispiel die Darstellung p von G auf dem

Vektorraum V' die Darstellung ; von G auf dem dualen Raum V* mit

*

P (g)=(p(g)")™" firalleged.
Ist p. die a(ijungierte Darstellung zu p auf V, dann ist die adjungierte Dar-
stellung zu p gegeben durch
p. (A) = —p,(A)" fiir alle A € g.
Diese Beziehung spiegelt sich in der Konstruktion 1. gerade wider.

Bezeichnung: Fin Zusammenhang auf £ mit Strukturgruppe G, wobei G eine
echte Teilmenge von GL, R ist, etwa O(n), heiBt mit der durch G' vermittelten
Struktur auf F vertriglich, falls die lokalen Zusammenhangsmatrizen ihre
Werte in der zugehorigen Lialgebra g C M, R annehmen, etwa g = o(n).

Ein Beispiel fiir einen solchen Zusammenhang, mit G = O(n) ist der Levi-
Civita-Zusammenhang auf der Mannigfaltigkeit M. Wahlt man namlich als

19



lokale Rahmung des Tangentialbiindels eine Orthonormalbasis, so sieht man
aus der Bedingung 1. an diesen Zusammenhang, dass die Koeffizienten die
Symmetriebedingung F;k = —Ffz- erfiillen, d.h. die zugehtrigen Matrizen sind
schiefsymmetrisch, also aus o(n).

2.1 Zusammenhinge auf Prinzipalbiindeln
2.1.1 Zwei dquivalente Definitionen

Betrachtet wird im Folgenden ein Prinzipalbiindel P(M, 7, G) mit dem Total-
raum P und der Rechtsoperation R: P x G — P mit R(z,g) = Ry(2) = 2g.
Durch jeden Punkt z der Mannigfaltigkeit P verlduft die Faser 7 (7 (2))
des Biindels, die iiber eine lokale Karte 1, : 7~ *(U,) — U, x G diffeomorph
zu G ist, dabei wird die Einschrénkung von 1, auf eine Faser ebenfalls mit
VYo @ N m(2)) — G bezeichnet. Fiir ¢,(2) = (x,h) ist ¥.(zg9) = (z,hg)
und R, entspricht auf den Fasern der Rechtsoperation von G auf sich. Die
Operation R ist auf den Fasern also frei und transitiv und liefert dort fiir
jedes g € G einen Automorphismus. Im Punkt z € P gibt es in natiirlicher
Weise einen Unterraum V, des Tangentialraums 7., P. V, heifit die Menge der
vertikalen Vektoren in z. Definiert wird diese Menge geméafl der Anschauung
als Tangentialraum an die Faser durch z

V., =T.m ' (7(2)).

Es gilt dann insbesondere m,v = 0 fiir alle Vektoren v aus V, , da 7 einge-
schrinkt auf die Faser konstant ist, und somit V, =kerm,. Die Dimension von
V, ist gleich der Dimension der Liealgebra 7T.G = g von G, denn wegen der
Identifizierung G = 7~ !(7(2)) folgt die Isomorphie T,G = T,7~!(r(z)) und
somit die [somorphie g = V,. Auflerdem gilt fiir alle ¢ € G und 2z € P

Vzg = (Rg)*vm

da, weil R, ein Automorphismus der Faser ist, (R,). einen Isomorphismus
zwischen den Tangentialraumen zweier Punkte der Faser liefert.

Die Zuordnung z — V ist glatt in dem Sinne, dass es zu jedem Punkt z aus
P eine Umgebung U von z in P und Vektorfelder X7, ..., Xgimg € I'(T'U) gibt,
so dass X1(v), ..., Xaimg(y) fiir alle y aus U eine Basis von Vj, bilden.

Um das zu sehen, reicht es aus, einen Homomorphismus von g nach I'(T'P)
zu finden, dessen Bild aus Vektorfeldern X mit Werten X (z) in V, C T, P
besteht, und der ein Isomorphismus auf das Bild ist. Betrachtet wird dazu
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die Abbildung
A :G— P mit A\(g9)=z9

und die daraus resultierende Abbildung
A:g—=TD(TP) mit (MAA)(z) = (\,).A fiir alle z € P.
Diese Abbildung ist offensichtlich ein Homomorphismus, und auflerdem gilt
T(A)eA = (o)), A =0,

damo A, : G — M konstant ist. Deshalb ist (AA)(z) fiir alle z ein vertikaler
Vektor. Auflerdem ist A ein Isomorphismus auf das Bild, da G durch A,
bijektiv auf die Faser 7=!(7(2)) abgebildet wird und G transitiv und frei auf
ihr operiert. Man sieht insbesondere, dass U = P gewahlt werden kann, und

dass das vertikale Biindel VP = |J V. ein triviales Unterbiindel von TP ist.
zeP

Definition 2.6. Zu A aus g ist das Fundamentalvektorfeld (AA) aus I'(T'P)
definiert durch
(AA)(2) = (A.).A

fiir alle z aus P. Dabei ist A, : G — P mit \,(g) = zg.

Man hat ganz natiirlich den Begriff des vertikalen Vektors und der vertikalen
Vektorfelder, als Schnitte in dem vertikalen Biindel, erhalten. Was einem
die Anschauung nicht mehr liefert, ist der horizontale Vektor. Dieses Manko
motiviert die folgende

Definition 2.7. Fin Zusammenhang auf P ist eine Zuordnung H von P in
die Menge der Unterrdume von T'P mit den Figenschaften

(i) Die Zuordnung H : z — H, C T, P ist glatt
(ii) H, ®V, =T.P fir alle = € P
(1it) H,y = (Ry).H, fir alle z € P und g € G

Die Elemente aus H, heiffen wegen der Eigenschaft (ii) horizontale Vektoren.

HP =\, p H. ist wegen Eigenschaft (i) ein Unterbiindel von T'P und es gilt
TP = HP®VP. Man nennt H P das horizontale Biindel. Fiir die horizontalen
Vektoren ist 7, : H, — Ty ,)M ein Isomorphismus, da 7, surjektiv und auf V,
Null ist. Die faserweisen Projektionen von T'P auf H P bzw. V P werden mit py
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bzw. py bezeichnet. Sie vertauschen mit allen Rechtsoperationen (R,)., denn
es gilt ppy o (Rg).v = pr((Ry)s 0 pu(v) + (Ry)sopyv(v)) = pr o (Ry).opu(v) =
(Ry)« o pr(v) (analog auch fiir py statt py) - die zweite und dritte Gleichheit
folgt dabei aus der Eigenschaft (iii) des Zusammenhangs H und der analogen
Eigenschaft der vertikalen Réaume.

Zum Zusammenhang H gibt es eine 1-Form w auf P mit Werten in der
Liealgebra g von (. Sie ist fiir alle z € P und v € T, P definiert durch

w.(v) = (X)) Hpv(v))

und heiflt die Zusammenhangsform zum Zusammenhang H auf P. Es gilt der
folgende

Satz 2.8. Ist H ein Zusammenhang auf P und ist w € T(A'T*P @ g) die
zugehdrige Zusammenhangsform, so hat diese die Eigenschaften

(1) w.(H,) =0 fir alle z € P

(2) w.((AB)(z)) = B fiir alle z € P und B € g
(3) (Ry)*'w = Ady— ow fiir alle g € G

Ferner gibt es zu jeder 1-Form w € T'(A'T*P @ g) mit den FEigenschaften (2)
und (3) genau einen Zusammenhang H auf P mit w als Zusammenhangsform.

Dabei ist Ad die adjungierte Darstellung von G auf g: Ad, = (aut,), mit
auty(h) = ghg™" und (Ad,)™' = Ad,-1. Beweis. Ist H ein Zuammenhang
auf P und w die Zusammenhangsform, so folgen die Eigenschaften (1) und (2)
direkt aus der Definition von wDie (3) Aussage folgt aus A\,; = R;0 A, o oy,
denn damit gilt

((Rg)"w)=(v) = weg((Ry).v)
= (/\zg)*_l o pv((Ry).v)
= (Rgo X0 O‘g);l o pv((Ry).v)
= (Ady) ™ o (\); 1 o (Ry) " o pv((Ry)wv)
= Ady-1 0 (X.); " 0 (Ry), " 0 (Ry). o py(v)
= Adg-1 0 (\.); " opy(v)
= Ady-1w,(v).
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Ist umgekehrt w € T'(A'T*P ® g) mit den Eigenschaften (2) und (3) gegeben,
so sei H definiert durch
H, = kerw,.

Diese Raume erfiillen wegen der Eigenschaft 2. die Eigenschaft (ii) fiir Zu-
sammenhénge. Die Bedingung (iii) gilt, denn fiir v € H, ist

wag((Ry)«v) = ((Ry)'w):(v) = Adg-1 o w.(v) =0,

also (R,).v € H,,. Das heifit also (R,).H, C H,,. Die Gleichheit folgt wegen
(Rg)«V, =V, und T,P = H, @V, aus der Tatsache, dass (R,). ein Isomor-
phismus ist. ]

Man hat jetzt die folgende zu Definition 1.11 dquivalente

Definition 2.9. EFin Zusammenhang auf einem Prinzipalbiindel P ist eine
1-Form w auf P mit Werten in g, so dass die Eigenschaften (2) und (3) aus
dem letzten Satz erfillt sind.

Wegen der Aquivalenz werden im Folgenden, wenn von einem Zusammenhang
auf einem Prinzipalbiindel gesprochen wird, die Begriffe horizontale Vektoren
und Zusammenhangsform parallel benutzt.

2.1.2 Die lokale Darstellung des Zusammenhangs und das totale
dullere Differential

Die Definition eines Zusammenhangs auf einem Prinzipalbiindel P(M,, G)
ist vom Ansatz her eine andere als die Definition im Fall eines Vektorbiindels.
Eine gewisse Ahnlichkeit wird sich bei der Betrachtung der lokalen Darstellung
des Zusammenhangs und speziell bei der Untersuchung des Verhaltens bei
einem Kartenwechsel herausstellen. Wie im anschlieenden Kapitel erlautert
wird, ist diese Ahnlichkeit nicht iiberraschend.

Zur Basismannigfaltigkeit A ist {U,} eine Uberdeckung mit Biindelkarten
(Ug, 1a). Dabei ist, ¥, : 7 H(U,) — U, X G ein fasertreuer Diffeomorphismus,
dessen Einschrinkung auf die Faser, gesehen als Abbildung von 7~!(z) nach
G, ebenfalls mit ¢, bezeichnet wird. Zu jedem « gibt es einen ausgezeichneten
lokalen Schnitt s, : U, — 7 }(U,) durch P, den trivialen lokalen Schnitt.
Dieser ist, wenn e das neutrale Element in G bezeichnet, gegeben durch

sa(®) =95 (z,6).
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Bemerkung 2.10. Die trivialen lokalen Schnitte s, transformieren sich bei
einem Kartenwechsel mit den Ubergangsfunktionen gopg : Uy, N Ug — G gemdfs

So(x) = sp(2)gpa(x) fir alle x € U,.

Beweis. Die Ubergangsfunktionen sind definiert durch Gap(x) - h =140
¥y (2, h) fiir alle z € Uy NUs und h € G. Damit folgt

Sal) = 92 (2 0)
=15 ooy (z,e)
=5 (2, gsa(@)e)
=5 (2, egpa(1))
= R,,. o q/;gl(x, e)
= Ry, 55()
= 53(2)Ggga-

Das beweist die Bemerkung. O

Mit Hilfe dieser Schnitte s, definiert man zur Zusammenhangsform
w € T(A'T*P ® g) die lokalen Zusammenhangsformen A, als 1-Formen
auf U, mit Werten in der Liealgebra g durch

*
A, = siw.

Dies zeigt die erste Ahnlichkeit zu der Definition eines Zusammenhangs auf
einem Vektorbiindel, denn ist G eine Matrixgruppe, und g eine Unteralgebra
der Matrizen, so haben die lokalen Zusammenhangsformen hier und dort die
gleiche Gestalt.

Das Transformationsverhalten der lokalen Darstellungen der Form w wird
geklart durch den folgenden

Satz 2.11. Ist s: M — P ein Schnitt in P und g : M — G eine G-wertige
Funktion auf M, so gilt fiir den Schnittt =s-g

t'w = Ady-1(s*w) + g~ 'dg.

Dabei ist g7'dg(v) = (l,-1).g.(v) fiir alle v € T, M, mit der Linksopera-
tion [ von G auf sich selbst, also I;h = gh. Analog schreibt man fiir die
Rechtsoperation r von G auf sich r;h = hg.
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Beweis. R ist die Rechtsoperation von G auf P, das heiit R: P x G — P
mit R(z,g9) = Ry(z) = A,(g). Fiir den Schnitt t(x) = s(z)g(z) gilt wegen
der Produktregel t. = (Rg)«s« + (X.)gx. AuBerdem gilt A\, = A, orgory-1 =
Ry o A, ory1. Fafit man das zusammen, so rechnet man fiir x € M und
veT,M:

(t*w)e(v) = wya) (E0) = wya) [(Ry)i(8:0 + (Ns(a))e(1g-1)49:0)] -

Da (7‘971)* g:v € TG kann man die Definition des Fundamentalvektorfeldes
anwenden und das liefert dann weiter

(t*w)z(v) = Wi [(By)s (820 + A((rg-1)2g40) (5(2)))]
= (Rg)"w)sa) (820 + A((rg-1)2g20) (s(2))) -

Wegen der Eigenschaften (2) und (3) der Zusammenhangsform und wegen
Adg-1 0 (r4-1), = (auty— org-1), = (I;-1), folgt:

(F)e(0) = Ady+ () (520) + 0y M7y 1)29.0) (5(2)))
= Adyr () (0) + (ry-1)a620)
= (Adg18"w + (Ig-1).94), (V).

Insgesamt hat man
t'w=Adyg-15"w+ (l;-1).0s ,

also die Behauptung. 0

Als Folgerung erhélt man somit das Transformationsverhalten der lokalen
Zusammenhangsformen des Zusammenhangs w auf P zu

Ao = Ady,,(Ap) + gaﬂdg;b%'

Dazu setzt man in Satz 1.15 ¢ = 5,4, s = sg und g = gga.

An dieser Stelle ist die Analogie der Zusammenhangsbegriffe augenscheinlich:
Die lokalen Zusammenhangsformen auf Prinzipal- und Vektorbiindeln haben
das gleiche Aussehen und auch das gleiche Transformationsverhalten. Diese
Analogie geht aber noch weiter, denn im néchsten Kapitel wird sogar gezeigt,
dass die zwei Begriffe dquivalent sind. Um diese Aquivalenz beschreiben zu
kénnen, bendtigt man noch einige Bezeichnungen und Schreibweisen.

Ist V' ein R-Vektorraum, so kann man die k-Formen auf P mit Werten in V
betrachten. Ist T" so eine k-Form und S eine [-Form mit Werten in eventuell
einem anderen Vektorraum W, und ist {v'} eine Basis von V und {w’} eine
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Basis von W, so kann man 7" und S mit geeigneten k-Formen T; und [-Formen
S; auf P in der Form

T=Tn" und S = Sjwj

darstellen. Das dufiere Produkt 7'A S ist dann eine (k + [)-Form auf P mit
Werten in V' @ W mit

TANS=T;ASjp'@uw.
Spezialfille sind hierbei:

k=101=0: TANS=T®S
k=0,dimV =1: TANS=TS
dimV =dimW =1: TAS=TAS

Zwei Eigenschaften, die so eine Differentialform besitzen kann, werden noch
eine wichtige Rolle spielen, deshalb widmet man ihnen die

Definition 2.12. Ist p eine Darstellung von G auf V', so sagt man die k-Form
T auf P mit Werten in V' ist vom Typ p, wenn fiir alle g € G gilt

(Ry)'T = p(g™ )T .
Das heifst fir z € P und vy, ...,vx € T, P ist dann
Tey((Ry)«v1, ooy (Ry)uvi) = p(g~ ) Tu(v1, . 01).

Auflerdem nennt man eine solche k-Form horizontal, wenn fir z € P und
U1,y ., U € TP gilt

T.(v1,...,ux) = 0, falls einer der Eintrige ein vertikaler Vektor ist.

Ist o eine Darstellung von G auf W und sind 7" und S wie oben, dann gilt

1. Ist T'vom Typ p und S vom Typ o, so ist T'A S vom Typ p ® o.
2. Sind T und S horizontal, so auch T'A S.

Beispiel. Die Zusammenhangsform w auf P ist eine 1-Form mit Werten in
dem Vektorraum g und w ist vom Typ Ad.

Es folgt die wichtige
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Definition 2.13. Ist V' ein Vektorraum und T eine k-Form auf P mit Werten
in'V, so ist das totale duflere Differential von T zum Zusammenhang H auf
P definiert als die (k + 1)-Form DT auf P mit Werten in V' die gegeben ist
durch

DT, (vy, ..., vr) = dT.(p(vo), ..., P (vk))

fur alle z € P und vy, ...,vx € T, P.
Sind T und S wie oben, so hat das totale duflere Differential die Eigenschaften

A) D(T+8)= DT+ DS und D(TAS)=DTAS+ (=1)*T' ADS

B) Ist T vom Typ p, so ist DT horizontal und vom Typ p.

Die Eigenschaften in A) und die Eigenschaft horizontal zu sein, folgen direkt
aus der Definition, da diese D auf d zuriickfithrt, und wegen der Tatsache,
dass py angewendet auf vertikale Vektoren Null ist. Um zu sehen, dass DT
vom Typ p ist, falls das fiir 7" der Fall ist, ist zu zeigen, dass fiir g € G

(Ry)*DT = p(g~")DT
gilt. Dazu rechnet man fiir z € P und vy, ..., v, € T, P:

((Ry)*DT).(vg, ..., v5) = DT,4((Ry) V0, -, (Rg)+Uk)
= dT,,(pm o (Ry)svo, ..., pr © (Ry) k)
= dT.4((Ry)« o pr(vo), s (Rg)s © pr(vi))
= ((Rg)"dT):(pn(vo), .., pa (vr))
= (d((Rg)"T)):(pr(v0), - pr (Vi)
= (d(p(g~)T))=(pr(v0), -, P (vr))
= p(g=)(dT)=(pr (v0), s rr (V1))
= p(g~)(DT)x(vo, ..., vi)-

g
Dieses Differential bildet gemeinsam mit den lokalen Zusammenhangsformen
A, die Grundlage fiir die weiteren Untersuchungen.

3 Die Aquivalenz der Zusammenhangsbegriffe

Das Ziel dieses Kapitels ist es, die verschiedenen Zusammenhangsbegriffe, auf
die im vorigen Paragraphen eingegangen wurde, zu vereinen. Man hat schon
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gesehen, dass ein Zusammenhang auf einer Mannigfaltigkeit ein Spezialfall
eines Zusammenhangs auf einem Vektorbiindel ist, ndmlich dem Tangenti-
albiindel dieser Mannigfaltigkeit. Im Folgenden wird gezeigt, dass der Begriff
des Zusammenhangs auf einem Prinzipalbiindel vertauschbar ist mit dem auf
einem Vektorbiindel. Genauer heifit das, dass man jedem Prinzipalbiindel P
und jedem Zusammenhang auf P ein Vektorbiindel £ und einen Zusammen-
hang auf F zuordnen kann, und umgekehrt. Dazu wird im ersten Abschnitt
geklart, wie einem Prinzipal- ein Vektorbiindel zuzuordnen ist. Das liefert
dann den Begriff des assoziierten Vektorbiindels. Umgekehrt wird auch ge-
klart, wie man einem Vektor- ein Prinzipalbiindel zuordnet, was zum Begriff
des Rahmenbiindels fithrt. Dazu wird das Beispiel des Tangentialbiindels
ausfiihrlich behandelt. Anschliefend wird dann der Zusammenhang in die
Uberlegungen einbezogen.

Die grundlegenden Objekte in diesem und den folgenden Abschnitten sind
ein Prinzipalbiindel P(M, 7, G) mit Rechtsoperation R, ein n-dimensionaler
Vektorraum V' und eine lineare Darstellung p : G — GL(V') der Liegruppe G
auf V. Ferner ist g die Liealgebra zur Liegruppe G.

3.1 Assoziierte Biindel
3.1.1 Konstruktion assoziierter Biindel

Konstruiert wird ein Vektorbiindel E(M, wg, V') mit Standardfaser V', dessen
Ubergangsfunktionen hap bis auf die Wirkung der Darstellung p die Gleichen
sind, wie die Ubergangsfunktionen Jap des Prinzipalbiindels P, also h.g =
p(gap). Dazu betrachte man die Produktmannigfaltigkeit P x V' und auf ihr
die Rechtsoperation R von G gegeben durch

R:PxVxG—=PxV mit R(zv,9)=(zg,p(g ).
Dividiert man diese Operation heraus, so bezeichne
Px,V
die Menge der entstehenden Orbits. Das heifit, man identifiziert Elemente
(z,v) und (y,w) aus P x V, wenn es ein g aus G gibt mit zg = y und

p(g71)v = w. Bezeichnet man mit # und p die Projektionen

7:PxV —=+Px,V und p:PxV =P
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so liefert das eine Abbildung 7g : P X,V — M, die das folgende Diagramm
kommutativ macht. )
PxV—"——=Px,V

P - Us

Gezeigt wird mit Hilfe dieser Konstruktion der

Satz 3.1. In dem obigen Diagramm gilt:

1) Px,V(M,ng,V) ist ein Vektorbindel.

2) 7 ist eine fasertreue Abbildung, und die Einschrinkung auf eine Fasert,
{2} x V = 7' (7(2)) ist ein Diffeomorphismus.

3) Px V(P x,V,«,G) ist ein Prinzipalbiindel mit Rechtsoperation R.

4) p ist ein Homomorphismus zwischen Prinzipalbindeln.

Bevor der Beweis dieses Satzes geliefert wird, notiert man die

Definition 3.2. Das Biindel E = P x,V heif§t ein iiber p assoziiertes
Vektorbindel zum Prinzipalbiindel P mit Standardfaser V.

Beweis. 1) Mit Hilfe des Satzes 2 aus dem Anhang konstruiert man einen
Biindelatlas auf £ = P x, V. Dazu sei {U,} eine Uberdeckung von M mit
Biindelkarten von P. Ferner seien (s,) die lokalen trivialen Schnitte in P. Sie
sind mit den Ubergangsfunktionen g,s iiber s5(z) = s4(2)gas(x) miteinander
verbunden. Man definiert

Go : Ua x V = 711 (Uy) mit @u(x,0) = 7(s4(7),0).

Dann gilt wegen mg o = mop nun 7(@,(x,v)) = z, und @, 1aBt sich zu einer
Abbildung zwischen den Fasern @, : V — 75" () einschrinken. Aulerdem
existiert zu jedem Orbit von R genau ein v € V', so dass (s4(z),v) in dem
Orbit enthalten ist. Das folgt aus der Tatsache, dass R frei auf den Fasern
operiert. Also ist @, , bijektiv und somit auch ¢,. Es gilt

(a) m(zg,v) =7(z,p(g)v) firalle z€ P,ge Gundv € V

(b) ¢ os(x,v) = (2, p(gap(x))v) fiir alle (z,v) € U, NUg x V
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Die Behauptung (a) folgt sofort, wenn man bemerkt: 7(zg,v) = 7(z, p(g)v),
falls es ein h € G gibt mit zgh = z und p(h™")v = p(g)v. Man wihlt also
h=g"
Die Behauptung (b) folgt aus (a), denn es gilt

Pl P52 (0)0) = F(50(2): p(003(2))0) = F(sa)gas(). )

= 7%(8/3(1‘),"0) = @5(1‘,"0)-

Mit gag, ist auch @ @5 glatt, und ein Diffeomorphismus.
Aus dem oben zitierten Satz folgt, dass E ein Faserbiindel mit Biindelkarten
(Uq, o) ist, dabei ist ¢, = @ Insbesondere haben die Biindel £ und P
(bis auf die Darstellung p) die gleichen Ubergangsfunktionen. £ ist ein Vek-
torbiindel, da es auf 77! (z) eine lineare Struktur gibt, so dass die Abbildungen

7, mit (vgl (2)) 7. : V — 75" (2), 7(2) = z, Isomorphismen sind. Man setzt
also fiir Z und Z’ aus 7' (z) mit 7(2) =2 : Z + Z' = #.(7;4(Z) + 771(2")).

3) Man betrachte das folgende Diagramm:

J;axid

U, xGxV 7N Uy) X V

idXp s

Uy xV o 15 (Ud)

Es kommutiert, wenn man die Abbildung ¢, definiert durch

QZO[<ZIZ',Q> = 30{(1’)9,
denn dann gilt

70 (th x id) (@, ,v) = 7(sa(x)g, )
(

= @a(T, p(g)v)
= @a o (id X p)(z,g,v).
Man setzt V,, = 7' (U,) C P x, V und sieht, dass damit
7 (Vo) =plomlo ng(va) = (mop) (Ua) =7 1 (Ua) x V

gilt. Es gibt somit Bijektionenen Y, : V, x G — #71(V,,), die definiert sind
durch .

Xa(@al(2,0), 9) = (Yalw, 9), p(g™")v).
Diese haben die Eigenschaften
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(¢) Toxa(Z,g)=Z, firalle Z€V,und g € G
(d) Xa(Z,gh) = R(Xa(Z,g),h), fiir alle Z € V, und g,h € G

Aussage (c) gilt mit Z = @, (z,v) wegen

T 0 XalZ,9) = 7 0 Xa(Pa(, ), 9)
27?( bal,9), plg~")0)
Zﬁ(Sa( )g,p(g~" V)
2 & (sa(2), )
= Q(JI,U):

Aussage (d) folgt mit einer &hnlich einfachen Rechnung aus

Xa(Z, gh) = ?(gba(x v), gh)

= (ta(z, gh), p((gh)~")v)
= (sale )gh p(h Nolg~ )

= R (sal v, h)
:R( o (g M, h)
= R (X a(%( v),9),h)
= R(Xa(Z.9),h).

(c) bedeutet, dass es sich bei x, = ¥;! um die gewiinschten Biindelkarten

handelt, und (d) zeigt die Vertriglichkeit mit der Rechtsoperation.
Es gilt mit Z = @, (x,v):

51(Z.9) = (Us(x,9), p(g~")v)

(

= (sg()g, p(g~)v)
(Sa( )9as(2)g, p(g~" V)
= (Va(2, gap(x)g), p(g~ V)

X (Pal(2; p(gap())V), gap(r)g)

= Xa ' (28(2,0), gap(x)g)
= Xa ' (Z, gas(2)9).

—
=

Dies zeigt, dass die Ubergangsfunktionen kag : VaNVg — G mit Xaxgl(Z ,g) =
(Z,kop(Z)g) glatt sind, denn es gilt kag(Z) = gap(mr(Z)).
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2) 7 ist eine fasertreue Abbildung zwischen P x V und P x, V', in dem Sinne,
dass fiir (z,v) € 71 (2) XV, wegen der Kommutativitit des ersten Diagramms
g o (z,v) = z gilt. Wegen des zweiten Diagramms, ist die Einschrankung
. von 7 auf {z} x V ein Diffeomorphismus auf das Bild 7' (7(2)).

4) Diese Aussage folgt direkt aus dem ersten Diagramm und der Tatsache,
dass p mit den Rechtsoperationen vertréglich ist, denn es gilt

p(Ry(z,v)) = p(zg, p(g~")v) = 29 = Ry(z) = Ry(p(z,v)).

O

Wie oben angekiindigt, kann man umgekehrt zu einem gegebenem Vek-
torbiindel E(M,ng, V) ein Prinzipalbiindel P konstruieren. Dazu betrachtet
man zu x € M die Menge der linearen Isomorphismen von V nach V, = 7,*(z),
L(V,V,). Der Totalraum des zu konstruierenden Biindels P ist

P=JLvva),

zeM

und die Projektion von P auf die Basismannigfaltigkeit M ist die Abbildung
7 mit

(2) =x <=z € L(V,V,).

Das so konstruierte Biindel hat die gleichen Ubergangsfunktionen wie das
Ausgangsbiindel F.
Mit diesen Bezeichnungen gilt dann der

Satz 3.3. Die Menge P = |J L(V,V,) mit der Projektion 7 ist ein Prinzi-
xeM

palbiindel iber M mit Standardfaser GL(V').

Beweis. Ist {(U,,¢a)} eine Uberdeckung von M mit Biindelkarten ¢, :
75 (Us) = Uy XV, s0 ist der eingeschriinkte Diffeomorphismus ¢, : Ve — V
ein linearer Isomorphismus. Dieser liefert eine Bijektion ¢,, : GL(V) —
L(V,V,) durch q,(®) = ¢, o ®. Diese Abbildungen liefern ihrerseits eben-
falls bijektive Abbildungen 1, : U, x GL(V) — 7= }(U,) durch v, (z, ®) =
Yaw(®). Dabei gilt 7 'Ws(2, ®) = (2, Pz © 55 © ) und die Ubergangs-
funktionen ¢ ')s(x, ®) = (x, gos(z)®) sind glatt, insbesondere sind das auch
gerade die Ubergangsfunktionen von E. Wegen des Satzes 2 aus dem Anhang
ist somit P(M, 7, GL(V)) ein Faserbiindel mit Strukturgruppe GL(V'). Eine
Operation von GL(V') auf P ist gegeben durch Rg(V,) = ¥, o @, fiir ¢ aus
GL(V) und ¥, aus der Faser £(V,V,). Auf diese Weise operiert GL(V') von
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rechts, und es gilt natiirlich Rg o ¥, (2, V) = ¢4 (z, ¥ o ®). R macht P zu
einem Prinzipalbiindel. O

Als Folgerung kann man grob sagen: Ein Vektorbiindel und ein Prinzipalbiindel
sind assoziiert, wenn sie die gleichen Ubergangsfunktionen haben.

Bemerkung. Man kann statt eines Vektorraumes V' in der ersten Kon-
struktion eine beliebige Mannigfaltigkeit ' verwenden, auf die G iiber eine
Darstellung o : G — Aut(F) operiert. Man erhélt dann ein zu P assoziiertes
Biindel P x, F', das dann in der Regel kein Vektorbiindel ist.

3.1.2 Beispiel: Das Reperebiindel

Ist M eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit mit Tangentialbiindel
TM(M,7r,R"),

so konstruiert man auf natiirliche Weise ein zu T'M assoziiertes Prinzi-
palbiindel. Dieses Biindel heifit das Rahmenbiindel oder das Reperebiindel

RM(M,7g, GL,R)
von M.

Die Konstruktion geht auf die "Methode der bewegten Basen” nach E. Car-
tan zuriick. Die Idee besteht darin das Verhalten der Mannigfaltigkeit M,
beschrieben durch Paralleltransport, Kriimmung, Torsion etc., durch eine
Zusammenhangsform auf dem Reperebiindel zu beschreiben. Die allgemeine
Giiltigkeit dieses Konzeptes, zeigt der Abschnitt 2.2.

Zur Konstruktion des Reperebiindels definiert man die Faser, den Totalraum
und die Projektion durch

R, M ={(by,...,b,) € (T M)" ;{by,...,b,} ist eine Basis von T, M}
RM = | | R,M

xeM

und
mr: RM — M mit R,M >0bw— 7(b) =uz.

Zu M hat man eine Uberdeckung (U,) mit Koordinaten z., ..., 7. Diese
liefern Biindelkarten (U,, ¢q) fiir TM mit
ot Uy x R = 7' (Uy,) mit (z, (01, ..., 0")) = Uia —
xl

«
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Beim Ubergang von einer Karte (U,, ¢o) zu einer Karte (Ug, ) entsprechen
die Ubergangsfunktionen g, natiirlich den Matrizen des Koordinatenwechsels,
denn fiir (z,v) € U, N Uz x R™ ist

(%, gap()0) = pa 0 @5 (7, 0)

= ol
_3004 .T,U 8$’

)

0xd 0
= pa(z,v a—xiﬁ(ﬂi)

T

Ol I
Oy, i Org i
= (.l’, (8% (I)U IKERY) 6% (ZE)U ))

oz,
= (=, (8:}5@ ($)>ij 0).

0
Da jede Basis {b;} von T, M lokal iiber der Menge U, nach der Basis (8_ )
{Eg T
entwickelt werden kann, hat sie die Form
b; = b a
Ox la

mit einer Matrix B = (b{ ), deren Determinante nicht verschwindet. Man
bekommt so eine faserweise bijektive Abbildung

¢t Uy X GL,R — 75" (Uy) mit ¢ (2, B) = (V) aaj
Loy

-0

g ey n_
z oxl,

).

x

Beim Wechsel der Karte ergeben sich folgende Ubergangsfunktionen hagp:

(ma hozﬁ(x)B> = ¢ 0 %1(%3)

.0
= %((bgﬁ_xé m)i)
Oxk 0
= ¢a(7, (bfa—xé(fﬂ)ax,; x)i)

- (bfg—j%m) )

ozt
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= (2, gap(2) B).

Da hapg mit g.s iibereinstimmt, sind die Ubergangsfunktionen natiirlich glatt,
und analog zur Argumentation in Satz 2.3 ist RM ein Faserbiindel mit
Strukturgruppe und Faser GL,R.

Die Rechtsoperation von GL,R auf RM ist gegeben durch die Zuordnung
(C = (D)ijy (b1, b0)) > Re(br,oons by) = (clby, oo b))

und entspricht der Rechtsmultiplikation von Matrizen, denn nun gilt

-0 0
Red (2, B) = Re(Vl—| ..., b} —
ety (z,B) = Re( 150 90l )
-0 -0
_ (K k
= (Clbia_xé w, ...,Cnbia—a:é x)
= ¢, (x, (b))
= ¢, (v, BC).

Damit ist gezeigt, dass das Reperebiindel ein auf natiirliche Weise zu T'M
assoziiertes Prinzipalbiindel ist.

3.1.3 Die affine Struktur der Zusammenhinge

Ein spezielles zum Prinzipalbiindel P assoziiertes Vektorbiindel ist das Biindel
itber M mit der Standardfaser g und der Operation Ad von G auf g. Dieses
Biindel heifit das adjungierte Biindel zu P, und wird mit

AdP:PXAdg

bezeichnet. Die Schnitte in AdP sind lokal Funktionen auf M mit Werten in
g, deren Transformationsverhalten bei Kartenwechsel gegeben ist durch

-1
Sa = GapSBYGas -

Dabei sind s, und sg die lokalen Darstellungen des betrachteten Schnittes,
und g,p ist die Ubergangsfunktion zwischen den entsprechenden Karten in
P. Der Ausdruck gsg~! steht hier fiir Ad,s, in Anlehnung an die Darstellung
von Ad im Falle von Matrixgruppen.

Sind w und @ Zusammenhénge auf P mit den lokalen Darstellungen A, und
A, und dem Transformationsverhalten

Aa = 9asAsdas + apdd,s,
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und analog fiir A,, so sicht man, dass fiir die lokalen Darstellungen A, — A,
der Differenz w — w, Folgendes gilt

Ag = Ao = gap <A6 - AB) Jas -

Die restlichen Terme heben sich gerade gegenseitig auf. Das bedeutet, dass
sich w — @ als 1-Form mit Werten in dem Biindel AdP, also als Element aus
OYAdP) =T (A'T*M ® AdP), interpretieren 1i8t.

Das bedeutet weiter, dass die Menge A aller Zusammenhénge auf dem Prinzi-
palbiindel P ein affiner Raum ist. Wahlt man einen beliebigen Zusammenhang
als Nullpunkt, so ist A = Q'(AdP).

3.2 Die Aquivalenz der verschiedenen Zusammenhangsbegriffe

Ist E(M, 7, V) ein iiber p zum Prinzipalbiindel P(M,n, G) assoziiertes
Vektorbiindel, so kann man zu z € P die Abbildung [z] : V — 75" (7(2))
betrachten. Diese ist iiber eine Karte (U,, ¢,) von E und (U,,,) von P
definiert durch

[2lv = @5 (p(¥a(2))0)

Diese Definition ist von der Wahl der Karten unabhéngig, denn fiir zwei
weitere Karten (Ug, pg) und (Us, 13) gilt:

5 (p(s(2))v) = 05" o (pa o
= o (p(gas(2)
= soa (p(% 01

Lokal bewirkt diese Abbildung fiir ¥, (z) = (z,g) gerade ¢, ([z]v) = p(g)v,
und sie hat die Eigenschaft

denn

Hat man eine k-Form S auf M mit Werten in E gegeben — das heifit, fiir alle
x € M und alle wy, ...,wy, € T, M gilt gilt 7p(S, (w1, ...,wx)) = = — so kann
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man dieser eine k-Form S auf P mit Werten in V wie folgt zuordnen. Man
setzt fiir z € P und vy, ...,v, € T, P

S'Z(vl, V) = [z]_lSﬂ(z)(w*vl, ceey T4 UE)-

Diese hat die Eigenschaften
(i) S ist vom Typ p,

denn sind z € P und vy, ...,v;, € T, P, so gilt fiir g € G

(Rg)*S)x(v1, s k) = S2g((Ry )1, ooy (Ry) i)
= 29]_ISW(29)(7T*(R9)*UI= oy T (Rg)0k)

[
= p(g™H)[] 7 Saey (mavis ooy vy
= p(g7) S, (v, .o vg).

Dabei gilt die vorletzte Gleichheit wegen 7o R, = 7, also m.(R,). = ..
(ii) S ist horizontal,

denn ist ein Eintrag v; von S vertikal, so ist m,v; = 0.

Umgekehrt kann man auch zu jeder horizontalen k-Form S auf P vom Typ p
mit Werten in V eine k-Form S auf M mit Werten in £ finden. Fir x € M
und wy, ..., wy € T, M ist diese gegeben durch

Sy(wy, ..., wy) = [2]8.(vy, ..., vp)
mit z € 771 (x) und vy, ..., v, € T, P mit m0; = w;.

Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl von vy, ..., v, € T, P mit der
Eigenschaft m,v; = w;, da nur der horizontale Anteil von v; einen Beitrag zum
Argument von S liefert. AuBerdem ist die Definition auch unabhéngig von
der Wahl von z € 77!(z). Um das zu sehen wihlt man ein anderes Element
zg € 7 !(z) und dazu vy, ..., 0y, € T,y P mit m,.0; = w;, und rechnet:

~

129]2 (01, oy 1) = [2]9(9) g (D1, oy 1) = [2]S2((Rg-1)utn, -, (Ry—1)uTk).

Beachtet man nun noch 7, (R,-1).0; = m.0; = w;, so folgt die Unabhéngigkeit
von z aus der Unabhéngigkeit der Eintréage v;.

Mit Hilfe der obigen Konstruktion hat man eine Bijektion hergestellt zwischen
der Menge aller k-Formen auf M mit Werten in F, und der Menge aller
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horizontalen k-Formen vom Typ p auf P mit Werten in V. Speziell im Fall
k = 0 bedeutet das

I'(E) RN {p — equivariante V' — wertige Funktionen auf P} .

Equivariant meint dabei S(zg) = p(g~')S(z) fiir alle z € P und g € G.

Um den Zusammenhang auf P mit der kovarianten Ableitung auf E zu
vergleichen benotigt man den

Satz 3.4. Sei P(M,w,G) ein Prinzipalbiindel mit Zusammenhang w, V' ein
Vektorraum auf den G iiber eine lineare Darstellung p operiert und p, die zu
p adjungierte Darstellung von g auf V. Dann gilt fiir eine horizontale k-Form
T vom Typ p auf P mit Werten in 'V

DT =dT + p.(w) A T.

Beweis. Um die Formel nachzuweisen, hat man fiir 2 € P und v, ..., v, € T, P
die Gleichung

DT, (v, ...,v) = dT, (vo, ..., ) + ps(w) AT (vg, ..., vg)

nachzuweisen. Wegen der Linearitét reicht es aus, dies fiir die folgenden drei
Fille zu tun.

Fall 1. vy, ..., v; sind horizontale Vektoren.

In diesem Fall ist 7y (v;) = v; und py(w(v;)) = 0 fiir alle 7. Die Behauptung
reduziert sich damit auf die Definition des totalen dufleren Differentials von

T.

Fall 2. Unter den Vektoren vy, ..., vy befinden sich mindestens zwei vertikale
Vektoren.

Die zwei vertikalen Vektoren sind ohne Beschrankung vy und v;. Zu diesen
beiden wihlt man die Fundamentalvektorfelder AAg und AA; mit (AAp), = vo
und (AA;), = vy, sowie Vektorfelder Xs,..., X um z mit X;, = v; fir
1 =2, ..., k. Die linke Seite der Gleichung verschwindet, da das totale duflere
Differential eine horizontale Form liefert. Fiir die rechte Seite rechnet man

dTiZ(’U()7 ceey Uk) = Uo(T()\Al, XQ, ,Xk)) — Ul(T(/\Ao, XQ, 7Xk>>
k . —~
+ Z(—l)ZUZ(T<)\A0, /\Al, XQ, ceey XZ‘, ceey Xk))

=2
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1 k
+3 Y (CD)MT(AAL X] Mg modz Xa, oy X5, Xi)
=0 j=2

—T([Mo, NA4], X5, ..., Xi)

(Dabei bedeutet ~ {iber einem Eintrag, dass dieser fehlt). In dieser Summe
verschwinden alle Summanden, da in 7" ein Argument immer vertikal ist. Bei
dem letzten Summanden folgt das aus

M, AB]. = [(M)., (AB).]
- [(/\z)*Av (AZ)*B]
= (A:)«[4, B]
= (A[4, B])..
AuBlerdem gilt
P (W) AT (vg, ..., v) = Z(—l)ip*(w(vi))T(vo, s Diy ) = 0,

da in 7" auch hier mindestens ein Eintrag vertikal ist.
Fall 3. Einer der Vektoren vy, ..., vy ist vertikal und die anderen sind horizontal.

Dieser eine Vektor ist ohne Beschrankung vg. Zu diesem wihlt man wieder das
Fundamentalvektorfeld AA mit (AA), = voZu den horizontalen Vektoren v;
wihlt man lokale, horizontale, (R, ).-invariante Vektorfelder X; mit X; , = v;.

Diese findet man, da es zu v; € H, C T, P iiber den Isomorphismus =, : H, —
T.M, z = m(z), einen Vektor 0; € T, M, und zu diesem in einer Umgebung
U von x ein Vektorfeld X gibt mit Xl = = U;. Mit Hilfe des Isomorphismus
7, liefert das eindeutig eine Zuordnung X; : 71 (U) — TP mit z — X, , =
T XZ x(z)- Es bleibt noch zu zeigen, dass X; ein Vektorfeld, also glatt, ist.
Ohne Beschriinkung ist U eine Kartenumgebung von z, also 71 (U) 2 U x G,
bzw T~ (U) 2 TU @TG. Dann liefert dieser Biindelisomorphismus zu X; ein
Vektorfeld Y; auf 7~ 1(U) mit 7, Y; = X;, dessen horizontaler Anteil natiirlich
auch glatt ist und wegen der Eindeutigkeit gerade mit X; iibereinstimmt. Da
(Rg)« horizontale Vektoren in ebensolche iiberfiihrt, folgt die Invarianz von
X; aus der Eindeutigkeit und aus m.((R,).X;) = (7 0 Ry). Xi = m.X; = X;.

Die linke Seite der gewiinschten Gleichung verschwindet wie in Fall 2 und fiir
die rechte Seite rechnet man auch wie im Fall 2

de<U07 EaS) Uk’) = UO(T(Xla ) Xk))
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k

+ 3 (1) u(TAA, X, o, Xy ooy X))

=1
k
+ 3 (IT(AA, X, Xy, o, X, s X
j:l
+ Z DHT([X X5), A, X0, o, Xy X X).
1<i<j<k

Man bemerkt, dass wegen des vertikalen Eintrags in T" die erste und die dritte
Teilsumme null ist. Das Verschwinden der mittleren Summe sieht man wie
folgt.

Die Lieklammer [AA, X;] ist definiert durch

1
A, XG]. = lim — (X — (Ry())«X;)-,

t—0 t

wobei ¢(t) ein Weg in G mit g(0) = e ist, der das als linksinvariantes Vektorfeld
interpretierte Element A € g induziert, das heifit g(t) = Agyy). Dieser Weg
liefert einen Flufl R,y auf P, der dann das Vektorfeld AA induziert, denn

d d :
3 (By02) = Lng0) = (0.0
= ()\z)*Ag(t) - ()\z)*Ag(t)e
- ()\z>*(lg(t))*Ae - ()\z o lg(t))*Ae
= (Aag(t))xAe = (AA)zg(t).
Wegen der Invarianz ist X; = (Ry«)).Xj, also [AA, X;] = 0 und somit die

mittlere Summe Null. Es bleibt also lediglich der Term (AA),(7'(Xq, ..., X))
iibrig. Fiir diesen rechnet man weiter:

OA(T(X, o X)) = 2 (R T, X,
_ % (Ry(t)) T)(Ry(ty1)+X1s s (R0 ) X)),y
_ % (Ryt) ) (X1, s X))
= % Plg(t) )]y T(Xr, o Xi)
= D0l T(X, - Xi)

= (AT (X1, ..., Xp)

40



—p (WA T (X, ..., Xi)
—P*(W( AT (X1, -, Xi)

= —Z XNTOA, X1, e, Xi, s X3)
:_p*( YAT(AA, Xy, ..., Xp).

In diesen Umformungen gilt die dritte Gleichheit wegen der Invarianz der
X;, die vierte, da T" vom Typ p ist, die fiinfte, da fiir die Inversenbildung

v:G — G an der Stelle e € G inv,A = —Afiiralle A e T.G =g
gilt, die sechste, da g(t) gerade der Flufl zum Vektorfeld A ist und die achte,
da die hinzugenommenen Summanden wegen der Horizontalitdt von T alle
verschwinden. Mit Hilfe dieser letzten Rechnung ist die Giiltigkeit des Satzes
bewiesen. O

Wie man an der Zusammenhangsform w von P erkennt, trifft der Satz fiir
nichthorizontale Formen im Allgemeinen nicht zu. Es gilt vielmehr der

Satz 3.5. Fir die Zusammenhangsform w auf dem Prinzipalbiindel P gilt

1
Dw:dw+§[w,w]:dw+w/\w.

Schreibweise: Im Falle der linearen Darstellung p = Ad der Liegruppe G
auf ihrer Liealgebra g gilt p, = ad fiir die Darstellung von g auf sich selbst
mit ada B = [A, B]. Wahlt man in g eine Basis { £;}, dann haben zwei p- bzw.
g-Formen « bzw. 3 mit Werten in g die Entwicklungen o = o'E; bzw. $'E;
mit gewohnlichen p-Formen o' bzw. g-Formen S‘Damit folgt

pe(a) A = p('Ey) N B E;
= Ozi A ﬁ]p*(El)Ej
=a' A Bj [EH EJ]
def

= la, 5]
Speziell im Falle zweier 1-Formen gilt dann
pu(a) A B(v,w) = o' A B (v,w) [Ey, E}]
= (a'(v)#(w) — a'(w) B’ (v)) [E;, Ej]
= a'(v) (w )[EZ,E] o' (w) B (v )[EuE]
= [az( VE;] — o (w)E (v)Ej)
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= [a(v), B(w)] = [a(w), B(v)],
also
[, ] (v, w) = [a(v), B(w)] — [a(w), B(v)]
und falls o = g schliefllich

[, af (v, w) =2 [a(v), a(w)].

Handelt es sich bei g um eine Matrixalgebra, so gibt es fiir die p-Form « und
die ¢-Form $ Darstellungen oo = o” E;; und % E;; mit gewohnlichen p- und
g-Formen o/ und Y und den Matrizen (E;;)i = dixd;1, und man sieht

po(a) A B =a” A B Ey, Ey)
= o A ¥ BBy — EnE;j)
= o'l A B (81, Ey — 04 By
_ Zaik A BHE, — Zalj A BHE,;
%

l
=> a*ABMEy - (1)) B A By
k l
=> (e ABH — (—1)Mp* A aM) By
k
= (aAB— (=P8 Aa) By

Das heifit also
[, fl=a NG — (=B A,

oder im Falle zweier 1-Formen wieder
[, 8] =aAB+BAa,

und falls @ = # dann schliefllich [a, a] = 2o A a.
Wegen dieser Identitédten wird ab hier, falls der zugrundeliegende Vektorraum
g ist, die Schreibweise

DT =dT + [w,T) =dT + w AT — (-1)FT Aw
fiir eine k-Form geméfl Satz 2.4 verwendet.

Beweis. (Satz 2.5) Man hat zu zeigen, dass fiir z € P, und v,w € T,P
Dw(v,w) = dw(v, w) + [w(v),w(w)] gilt. Dazu untersucht man analog zu 2.3
drei Fille.

Fall 1. v und w sind horizontale Vektoren.
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Dann gilt Dw,(v,w) = dw,(rgv, Tpw) = dw,(v,w) und [w,(v),w,(w)] =
[0,0] = 0.

Fall 2. v ist horizontal und w ist vertikal.

Sei X ein horizontales Vektorfeld um z mit X, = v, und AA das Fundamen-
talvektorfeld mit (AA), = w

Dann gilt Dw,(v,w) = 0, da das totale &uBere Differential horizontal und
wegen [w,(v),w,(w)] = [0, w,(w)] = 0.

Auflerdem ist

dw, (v, w) = dwz( ., (AA),)
X(w(A)) — (A):(w(X)) — w:([X, AAL)

= X.(A) = (AA):(0) — w.([X, AA])

= —w,([X, ],) =0.
Die vorletzte Gleichheit folgt aus der Tatsache, dass A konstant ist, und
die letzte weil [X, AA], horizontal ist. Die Definition der Lieklammer liefert

1
namlich (vgl. Beweis zu 2.3) [X, \A], = — lir%g (X — (Ry()+X ), und somit
—

folgt die Horizontalitét von [X, AA], aus der von (Ry)).X und X.

Fall3. v und w sind vertikal.

Dazu wéhlt man wieder Fundamentalvektorfelder AA und AB mit (AA), =
und (AB), = v. Dann ist wie in Fall 2 Dw, (v, w) = 0 und auflerdem

de(U, w) = dwz<<)‘B)za (>‘A>Z)

Damit ist dann alles gezeigt. 0

Der Satz 2.4 erlaubt es einem, auf recht einfache Weise die lokalen Darstellun-
gen des dufleren Differentials einer k-Form auf P - von dem obigen speziellen
Typ - auszurechnen. In einer Karte (U,,,) gilt:

(DT). = s,(DT) = $3,(dT) + sty (pu(w) AT) = d(s5T) + p.(s50) A 5T,
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also
(DT = dTy + ps(As) ATy,

Im Falle £ = 0, also den Fall der V-wertigen Funktionen auf P, bedeutet das
(DT)o = dTy + p(An)Ty.

Zu T findet man einen Schnitt S in dem assozilerten Vektorbiindel E' mit
S =T. Die lokalen Darstellungen von S und S stimmen aber iiberein, denn
es gilt in den Karten (U,,¢,) von P und (Uy, ¢,) von E

Sa(®) = pa © S(x)

und wegen

dann

also R
S, = S,.

Auf F kann man nun einen Zusammenhang Dg definieren, indem man fiir
einen Schnitt S € I'(E) setzt:

(DES)a = (DS)a.

Dann gilt ndmlich (DgS), = dS, + p«(Aa)Sa, und man hat mit Hilfe der
Zusammenhangsmatrizen p,(A,), einen Zusammenhang auf £ bekommen,
denn das Transformationsverhalten iibertréigt sich von dem der A,. Es gilt
namlich die folgende

Bemerkung 3.6. Fir die an der obigen Konstruktion beteiligten Darstellun-
gen gilt

a) poauty = autyg o p und p, o Ady = Ad,g) o p. sowie
b) poly=lyg op und p.o(lg). = (lyg))x © ps

Beweis. Die zweiten Teile der Aussagen a) und b) folgen durch Differentiation
aus den ersten. Diese aber sieht man gleich, denn es gilt

poauty(h) = plghg™") = p(g)p(h)p(g)~"
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= aut yg)(p(h))

= aut g o p(h)
poly(h) = p(hg) = p(h)p(g)

= ly( g)( (h))

= Lp(g) © p(h)

fiir alle h € G. O

Mit dieser Bemerkung folgt

pu(Aa) = pu(9apApgns + 9apdyns) = pe(Adg,, As + gasdy,s)
= Ad p(9ap) P*(Aﬁ) (l (gaﬂ))*p*(go_zﬂl)
= Ady(g5)P+(A8) + (Lp(gus))+ (P © Gog)
= 0(9ap) P+ (A5)p(908) " + p(gas)d(p(gas) ™),

womit die obige Behauptung iiber die Zusammenhangsmatrizen p,(A,) be-
wiesen ist.

Betrachtet man eine k-Form auf M mit Werten in F, also eine Linearkombi-
nation von Produkten der Form S ® ¢ mit einer gewohnliche k-Form ¢ und
einem Schnitt S, so hat man Sed=5® ¥, mit einer horizontalen k-Form
U auf P, und S wie oben. Dabei ist 0, (vy, ..., v,) = ¥ w(2) (Tsv1, .y vy fidr

z€ Pund vy, ...,v; € TP, und es gilt U, d—efs U =1, d—ef19|U , wegen
(550) 0 (w1, ooy W) = Vo () ((Sa)st01, oy (Sa)wtp)
= ﬂwosa (z) (W*(Sa)*wla .. 77T*<3a>*wk)
= U (wy, ..., wi)

und wegen 7 o s, = td. Man setzt

(DE(S ®0))a = (D(S @ ))a
= d(S@D)a+ pe(Aa) A (S@ D)
= d(Se @ Vo) + pu(Aa) A (S @ U,)
=dSy N Vo + Sa @ AV + (p<(Aa)Sa) N Vg
— dYe @ Sy + (dSa + pr(As)Sa) Ay
=dy ® So + (DgS)a N Vs
— (d9® S + DpS A D).
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Das ist genau das Ergebnis aus Bemerkung 1.9, ndmlich
Dp(S®19)=dd® S+ DgSAV.

Zusammenfassung. Mit dem Begriff des assoziierten Biindels hat man
nun gezeigt, dass aus einem Zusammenhang auf einem Prinzipalbiindel ein
Zusammenhang auf einem (assoziierten) Vektorbiindel konstruiert werden
kann. Diese Konstruktion ist umkehrbar, das heifit, zu einem Zusammenhang
auf einem Vektorbiindel gibt es einen Zusammenhang auf einem (assoziierten)
Prinzipalbiindel. Die lokalen Zusammenhangsmatrizen entsprechen sich bei
diesem Verfahren gerade gegenseitig (gegebenenfalls bis auf eine Darstellung
p) und die Transformationsverhalten sind dieselben.

4 Yang-Mills-Theorie

4.1 Die Kriimmung

Der Begriff der Kriimmung ist eine erste Anwendung der kovarianten Ab-
leitung, beziehungsweise des Zusammenhangs. Die Kriimmung war lange
Zeit, insbesondere bei der Formulierung der Elektrodynamik, das physika-
lisch relevante Objekt. Sie entspricht dort den elektrischen und magnetischen
Feldern. Der Zusammenhang, also das Potential dieser Felder, wurde eher
als eine Rechenhilfe angesehen und genutzt. Das dnderte sich mit einem von
D. Bohm und Y. Aharonov erdachten Experiment (vgl. [BA]), in dem ein
elektromagnetisches Feld, einen physikalischen Effekt auf einen feldfreien
Raum hat. Die Konsequenz, die von den beiden Autoren gezogen wird, ist die,
dass nicht das Feld, sondern das Potential, das in dem betrachteten Bereich
nicht verschwindet, die physikalisch relevante Grofe ist (zu einer Diskussion
der Interpretationen und Konsequenzen des Versuchs siehe [Er]). Da die Yang-
Mills-Gleichungen als Verallgemeinerungen der Maxwellgleichungen gesehen
werden konnen, wird die Kriilmmung auch bei diesen eine fundamentale Rolle
spielen.

In diesem Kapitel wird die Kriimmung auf Prinzipal- und Vektorbiindeln
definiert, und es wird wegen des vorigen Kapitels nicht verwunderlich sein,
dass die Definitionen einander entsprechen.

Definition 4.1. Die Kriimmung eines Zusammenhangs w mit totalem duferen
Differential D auf dem Prinzipalbiindel P(M,w,G) ist die 2-Form Q mit
Werten in der Liealgebra g definiert durch

Q= Dw.
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Definition 4.2. Die Kriimmung eines Zusammenhangs Dg auf dem Vektor-
biindel E(M,7g, V) mit Strukturgruppe G ist der Operator F : Q°(E) —
O%(E) mit

Fs=(DpoDg)s= D3%s

fiir alle s € Q(E).

Um zu zeigen, dass sich diese zunédchst duflerst unterschiedlichen Definitionen
geméif Kapitel 2 entsprechen, wird auch hier das Hilfsmittel die lokale Darstel-
lung der Zusammenhénge sein. Zunéchst wird der Fall des Prinzipalbiindels
nédher betrachtet.

Die Kriimmung €2 des Zusammenhangs w auf P, hat gemafl Satz 3.5 die
Eigenschaft
Q=Dw=dw+wAw

und ist selbst natiirlich horizontal. Aulerdem erfiillt 2 die Identitdt von
Bianchi
DO = 0.

Es gilt ndmlich mit 2.3 und 2.4

DQ = DDw = d(Dw) + w A Dw — (—=1)*Dw A w
=dldw+wAw)+wA (dw+wAw) — (dw+wAw) Aw
=ddw+dwAw)+wAhdov+wA(WAW) —dw Aw— (WAw) Aw
=dwANw—-—wAdw+wAdw—dwAw=0.

Die lokalen Darstellungen der Kriitmmung €2 sind in einer Karte (U,, 1,) mit
dem lokalen trivialen Schnitt s,, wie in Kapitel 2 im Falle des Zusammenhangs,
gegeben durch die 2-Formen €2, = s’ €2 auf U, mit Werten in der Liealgebra g.
Die Eigenschaften dieser lokalen 2-Formen, speziell bei einem Kartenwechsel,
werden zusammengefasst im

Satz 4.3. Fiir die lokale Darstellung der Krimmung $2, Q, = s:S2, gilt
Qo =dAs + Au N A,

Und bei einem Wechsel von der Karte (Ua,vo) zur Karte (Ug,1bg) mit
Ubergangsfunktion g.g gilt fir die lokalen Krimmungsformen das Trans-
formationsverhalten

Qoz = goz,é’Q,B.gggl .
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Beweis. Es gilt
Qy =50 =5 (dw+wAw) =d(s;w) + s,w A shw
=dA, + Au N A,
Es bleibt noch das Transformationsverhalten zu zeigen.
Dazu nutzt man das entsprechende Verhalten der Zusammenhangsformen,
namlich A, = gagAgg;é + gaﬁdg;ﬁl aus. Damit gilt dann
Qy =dAs + A N A
= d (9apAsYas + 9opdd,s)
+ (9asAs9as T 9a809.5) N (90pAsYns + Gapdys)
= dgas N Apgrs + 9op(dAs) 9ol — gasAs N dgys + dgap A dg
+ 9apAs A Apgos + 9apAs N dgos + 9apdgas N GasAsgas
+ 9apdgos N 9apdgos
= dgap N Asgns + 9op(dAs) g5 + dgas N dgos + gasAs N Asgas
— (A9ap)9np9os N Asdap — (A9ap)9updas N A9z
= Gas(dAs)9as + JapAs N Apdog
= gap (dAs + Ag A Ap) g5
= 9ap 8905

Somit ist der Satz durch direktes Nachrechnen bewiesen. O

Dieses Verhalten der Kriimmungsform beim Wechsel der lokalen Karten fiihrt
dazu, dass man €2 als 2-Form auf M mit Werten in dem zu P assoziierten
Biindel P x 4qg = AdP interpretieren kann, also als Schnitt in A*T*M @ AdP
beziehungsweise als Element aus Q?(AdP) (vergleiche dazu Kapitel 2.1.3).

Ist E = P x,V ein iiber p assoziiertes Vektorbiindel zu P und Dpg die
durch den Zusammenhang w vermittelte kovariante Ableitung auf E, so gilt
fir s € QF(F) in lokalen Koordinaten (ab jetzt wird der Index E an der
kovarianten Ableitung unterdriickt)

(DS)a = dSa + p*(Aa) A Sas
insbesondere fiir s € I'(F) = Q°(F)
(D)o = dsa + ps(Aa)sa-

Da Ds ein Element aus Q!(E) ist, kann man diesen Schnitt nochmal ableiten.
Das Resultat ist dann ein Element aus Q?(E) und dies ist gerade das Ergebnis
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der Anwendung der Kriitmmung F' des Zusammenhangs D auf s. Fiir die
lokale Darstellung F;, des Operators F', ergibt sich dann

Fosoa = (Fs)o = (Do Ds),
=d(Ds)o + p<(Aa) A (DS)q
= ddsa + d(p(Aa)sa) + p(Aa) A (dSa + ps(Aa)sa)
= p(dAa)sa — pe(Aa) N dsa + pu(Aa) AN dsa + pu(Aa) N pu(Aa)Sa
= pu(dAs + Ao N Ay)Sa = pe(24) Sa-

Man sieht, dass die Kriimmung F' auf E zur kovarianten Ableitung D bis
auf die Darstellung p die gleiche lokale Darstellung hat, wie die Kriimmung
des zugehorigen Zusammenhangs im assoziierten Prinzipalbiindel. F' ist als
Operator von Q°(E) nach Q?(E) C*(M)-linear, denn mit einer Funktion f
und einem Schnitt s gilt

F(fs)=DD(fs)=D(df ® s+ fDs)
=ddf ® s —df @ Ds+df @ s+ fDDS
= fDDs = fFs.

Somit ist F' aus Hom(2°(E), Q*(E)). Wegen der folgenden Isomorphismen,
kann man F' als Schnitt in einem speziellen Biindel interpretieren. Es gilt
namlich:

~ [(Hom(E,\*T*M @ E))
= [(A*T"M ® Hom(E, E))

=T(A*T*M ® End(E)).

Somit ist F' ein Schnitt in dem Biindel A*T*M ® End(E), also eine 2-Form mit
Werten in dem Endomorphismenbiindel End(E) von E. Genauer gilt: da F,
die Werte in p.(g) animmt, ist F' eine 2-Form mit Werten in dem Unterbiindel
von End(E), das als Standardfaser gerade p.(g) C End(V'). Das Transforma-
tionsverhalten der lokalen Kriitmmungsformen iibertréigt sich natiirlich von

oben, und entspricht dem des Endomorphismenbiindels (vergleiche Bemerkung
2.5 und Anhang)

Fo = p(9as) Fs p(gap) ™"
Bemerkung: In den meisten Féllen handelt es sich bei der Gruppe G' um
eine Matrixgruppe. Deshalb wird im Folgenden fiir die Kriimmung auf dem

Prinzipalbiindel ebenfalls die Bezeichnung F' bzw. F,, und fiir den Zusammen-
hang A bzw. A, benutzt. Ebenso wird auch die Darstellung p von G auf die

49



Standardfaser V' von E nicht mehr notiert, falls keine Verwirrung zu erwarten
ist.

Beispiel: Die Kriimmung einer zweidimensionalen Riemannschen Mannigfal-
tigkeit.

Man definiert auf einer Mannigfaltigkeit mit Zusammenhang D einen Operator
R:T(TM)x T'(TM) x T(TM) x T'(T*M) — C*M durch

R(X,Y,Z,w) =w(Dx(DyZ) — Dy(DxZ) — Dixy,Z).

Dieser Operator ist C'*°-linear, also ein (3,1)-Tensor. In lokalen Koordinaten

rechnet man fiir die Koeffizienten R, ,7 des Tensors R folgende Darstellung
aus:

Rmnkj = R(em, en, ek, d.tz:j)

9 . o . ‘ ‘
(%—mrfm - %Fink +I T =T,
= (dA] 4+ AT A AL (e, €n).

Dabei sind die Bezeichnungen aus Kapitel 1.1 {ibernommen worden.

R heifit der Kriitmmungstensor der Mannigfaltigkeit M. Im Falle einer Rie-
mannschen Mannigfaltigkeit mit dem Levi-Civita-Zusammenhang, weist er
einige Symmetrien auf, die die Zahl der unabhéngigen Komponenten deutlich
verringern. Es gelten folgende Beziehungen (vgl. [So]) :
(1) Rmnkj — Rkjmn mit Rmnkj = gljR
(2) Rmnkj = _ankj - _Rmnjk

(3) Rmnkj + kanj + Rnkmj =0

mnk

1
Das liefert im Fall der Dimension n eine Anzahl von EnQ(ﬂ?—l) unabhéngigen

Komponenten (vgl. [Na]). Ist n = 2, so hat der Kriimmungstensor nur einen
relevanten Eintrag, etwa Ri212, und man kann das Theorema Egregium von
Gaufl beweisen (vgl [Re]), welches diesen Kriimmungseintrag, der nur von der
Metrik abhéngt, mit der GauB-Kriimmung K in Verbindung bringt. Es gilt
namlich

_ R1212
det (gU)
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4.2 FEichtransformationen

Unter einer Eichtransformation des Prinzipalbiindels P(M, 7, G) versteht man
einen dquivarianten, fasertreuen Diffeomorphismus von P auf sich selbst. Das
bedeutet, dass die folgenden zwei Diagramme mit dem Diffeomorphismus f
kommutieren.

P P x G-

Nz

M P

Px G

R

P

Fiir 2 € P und g € G heiit das 7o f(z) = 7(2) und f(zg9) = f(2)g.

In einer lokalen Karte (U,, ¢, ) entspricht die Abbildung f einer G-wertigen
Funktion, denn eingeschriinkt auf die Faser 7='(z) C P ergibt sich die
Abbildung f,, : G — G aus

G P ——

Pa,z Pa,x

fa,a;

G G

2 far(9) = Gas o f 0 p759).
Wegen der Aquivarianz von f gilt fiir g,h € G :
faw(hg) = oz o fop,t(hg)
= Pa,x © f © Rg © @;,%c(h)
= oz 0 Ryo fop L (h)
=740 Pz 0 f 0 95 5(h)
= fa,x(h)g'

Speziell fiir h = e gilt fiir alle g aus G
foe(9) = far(eg) = fax(e)g.

Setzt man f,(x) = f,.(e), so hat man die G-wertige Funktion f, : Uy, = G
gefunden. Das Transformationsverhalten dieser lokalen Funktionen ist gegeben
durch

fa = Gap fﬂg;@l’a
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denn

fa(@) = fau(e)
= Qaz o [ opah(e)
= Qo 0 P50 P00 fOP;L 0 0sa 0L kL(E)
= gap(t) fo(2) go5(2).

Die Eichtransformation f 148t sich wegen dieser Eigenschaften als Schnitt
in dem Biindel P X, G interpretieren. Dabei ist aut : G x G — G die
Darstellung von G auf sich selbst, die fiir ¢ € G durch die Automorphismen
auty(h) = ghg™" geliefert wird.

Die Verkniipfung zweier Eichtransformationen, das Inverse einer Eichtrans-
formation und die Identitdt sind ebenfalls Eichtransformationen (lokal sieht
die Verkniipfung aus wie die punktweise Multiplikation der entsprechenden
Funktionen). Damit bilden sie eine Gruppe G, die so genannte Eichgruppe
von P.

Auf dem Niveau eines zu P assoziierten Vektorbiindels £ = P x, V, ist
eine Eichtransformation ein G-Biindelisomorphismus f. Das heifit, f ist ein
fasertreuer Diffeomorphismus, der auf den Fasern Isomorphismen induziert.
Ahnliche Rechnungen wie oben zeigen, dass f in diesem Fall lokal eine
Abbildung f, : U, — p(G) C End(V) ist, dabei spiegelt die Einschréankung
des Bildes gerade die Eigenschaft von f, ein G-Biindelisomorphismus zu sein,
wider. Das Transformationsverhalten ist ebenfalls das Gleiche, ndmlich f, =
9ap 3 9;61’ so dass man f hier interpretieren kann als Schnitt in dem Biindel
Gg C End(E), dessen Faser tiber x € M die Menge der G-Isomorphismen
von 7' () ist.

Die Eichgruppe G operiert auf der Menge der Zusammenhéinge A. Wie dies
geschieht, zeigt der

Satz 4.4. Sei P(M,n,G) ein Prinzipalbiindel mit Eichgruppe G. G operiert
auf der Menge A der Zusammenhdnge auf P durch

GxA—= A mit (f,A)w— A
Dabei ist AT gegeben durch seine lokale Darstellung (A7) o = fodf 14 faAaft

Beweis. Um zu zeigen, dass diese lokale Definition wirklich einen Zusam-
menhang liefert, mufl man das richtige Verhalten bei einem Kartenwechsel
nachweisen. Es gilt

(Af)a = fadf(;l + foaAafa_l
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= (90pS3905)Agop f3905) "
+ (9a8.8905) (9054955 + 9a8A8905) (Gapf390s)”
= 905 f8903 90515 Gg + 9o 6903 9ol ' 9o
+ 908.S890390515 0903 + 908S8903 9050949055 ' Gu
+ 9as 8903 9o 4890590515 9as
= 9083924090315 Gup + 9opfsdf 5 Gup + Gopdgs
+ 908S8090 390815 9as + GopfsAs S5 9up
= 9asd9ns + 9os(fadfs ' + f3A8f 5 )9ap + 90pS8(905090s
+dg5908)f5 " 905
= 9opd9as + 9ap(fodfs" + f3A5f5 ) 905
= Gasdyrs + 9as(AT) 8905

Somit erfiillen die lokalen Formen die gewiinschte Transformationsregel, und
mit A/ hat man einen neuen Zusammenhang auf P. U

1

Durch die Operation der Eichgruppe G auf die Menge der Zusammenhénge
A, wird durch ein Element f € G auch die Kriimmung transformiert. Und
zwar gilt fiir die Kriimmung ©/ zum Zusammenhang A/

(Qf)a = faQafojl'

Das rechnet man ebenfalls direkt aus, denn
(Qf)oc = (DAf)a = d(Af)a + (Af)oc N (Af)a
= d(fadfz;l + faAafojl) + (fadfojl + faAaf(;1> A (fadfojl + faAafojl)
=dfo Ndf "+ dfa NAafit + fadAafS "+ faAa AL
+ fadfs ' A fadfs ! + fadfa A faAafst + faAafs ' A fadfs?
+ foAafo ' N faAafs’
= dfo N+ dfo N A+ fadAaf T+ faAa AdfL!
— ol dfa NfS — fold Ao N Aafst + faAa NS
+ fala N A f?
= fodAafi' + fada N Aaf' = fu(dAs + Ao AN AL f
= faQafa -
Man kann ebenfalls die Wirkung einer Eichtransformation auf die kovariante

Ableitung D des Zusammenhangs A untersuchen. Dann gilt fiir den transfor-
mierten Operator D/ in lokalen Koordinaten:

(DY 8)g = dso + (A )asa = dso + (fadfs' + faAafi')sa
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= fafi ' dsa + fadf S 56 + faAafy ' sa
= fa(d(fojlsa) + Aafa_lsa)
= fald+ Ad)(fa'5a) = faD(fss0).
Man findet in diesem Sinne in der Literatur auch die Schreibweise D/ =

fDf~1 (vgl. [La]). Auf diese Notation wird in dieser Arbeit jedoch weitgehend
zugunsten der aus Satz 3.4 verzichtet.

4.3 Der Hodge-Operator

Der nun zu definierende Hodge-, oder x-Operator spielt bei der Formulierung
der Yang-Mills-Gleichungen eine wesentliche Rolle. Er hat im Falle vierdimen-
sionaler Mannigfaltigkeiten spezielle Eigenschaften, die im spéter behandelte
Fall der Grundmannigfaltigkeit S* ausgenutzt werden.

Betrachtet wird vorerst jedoch eine n-dimensionale, kompakte, orientierte,
Riemannsche Mannigfaltigkeit ohne Rand (etwa S*) mit Riemannscher Metrik
g. Der durch g vermittelte kanonische Biindelisomorphismus

t:TM—T*M mit (v)=g.(v,), veT,M
induziert auf 7*M eine Riemannsche Metrik ¢(® mit

gV E ) = g(HE), ().

Ebenso bekommt man auch auf den #ufleren Produkten A*T*M Riemannsche
Metriken g®) per

GG N AL A AR = det(g (€L, 7))

(vgl. [Sp]). In lokalen Koordinaten hat g in der Basis {e; = 2 } die Gestalt
g(vie;, wie;) = giv'w! mit g;; = g(e;, e;). Damit gilt dann c(v'e;) = g;v'da?
und ¢~ (&da’) = g¢e; mit g™ gp; = 0%, Damit rechnet man schlieflich

g(l)(&dxi,njdxj) = g(t M (&da?), L_l(njdxj))
= g(gijfiep gklnkez)
= g"&g" g
= 5ligkl§i77k
= g"&m,
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sowie mit £ = £&, i dz™ A Ada' und = 50y, g dat A LA dad

1 ) 1 ) )
Q(k)(57 n) = Q(k)(ﬁél...z'kd:c“ AL AN dx', Enjl-njkd‘rjl Ao A dxv)

1 N

]‘ : 110(7 1o(]
= (E)2fi1...z’k77j1...jk > sign(a)gn7Un . g7l

€Sk

! I 110(J iro(j
- (E)Q Z (Slgn(a))inl...ikno(jl)...a(jk)g 10(j1) g ()

€Sk
o 1 171 ikJk
— Eg ...g fil...z'knj1---jk'

Im Folgenden werden alle diese Metriken mit g bezeichnet.

Der Rang des Biindels A¥T* M ist (Z), ebenso wie der von A" *T*M.

Satz 4.5. Es gibt zwischen den beiden Biindeln A*T*M und A" *T*M einen
Isomorphismus
x AMT*M — A" FT* M.

Dieser ist eindeutig durch die Figenschaft & A xn = g,(§,n)vol, fir £,n €
ART* M charakterisiert, wobei vol die eindeutig bestimmte Volumenform auf
A"T*M ist, die in lokalen Koordinaten die Gestalt vol = \/det(g;;)dz" A ... A
dx" hat.

Definition 4.6. Der gemdfl Satz 3.5 definierte Isomorphismus heifit x- oder
Hodge-Operator.

Da in den obigen Konstruktionen alles differenzierbar von = abhéngt, kann
man diese punktweise auf Schnitte erweitern und man erhélt Abbildungen

g: A xQF 5 C® und x :QF - Qv
Lokal hat der x-Operator die folgende Darstellung.

1 ) )
Bemerkung 4.7. Fiirn = Emlmikdx“ A A dx st

vV det@z‘j) gi1j1 .

(n — k)k!

— IkJk Ikt l
*N = GHRE il M ATETE AN A d
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1 ) )
Beweis. (Bemerkung 3.7) Fiir alle £ = H&-lmikd:c“ A ... \ dx' ist per

Definition & A 1 = (£, n)vol. Die rechte Seite sieht in Koordinaten wie folgt
aus:

1171

1 o
g(&,n)vol = Hg g R MO

1 A '
Mit der Darstellung #n = mﬁjkﬂ.‘.jndﬂk“ A...\Ndz’" liest man die linke
Seite als:
S A= mgil"'ikﬁjkﬂ---jndfﬁ“ Ao Ada® Adaie A LA dain
det gl 5 PR ) .
= ﬁfuuﬂ]k“gnf b k]k-’_lm]ndﬂfl A .. Ndx

\/ det(gij) gl Tk dn g o]

o mgzllk ﬁjk+1...jn

Das liefert durch Gleichsetzen beider Seiten fir &, i, = €i,. iptpiy..in

Vdet(gi;) . inindistodn _ L

) e 11J1 UeJk . .
k'(n — k)!n]k+1---JnEll---Zklk+1---ln€ k!g <G il T
und somit
det(gi) . )
~ _ J/ 171 Ik o, . L
Mytr.dn = L g G i il dn T

Dabei ist der total antisymmetrische Tensor € benutzt worden, der durch

. 11...2 . . . .
- szgn( . n) fiir eine Permutation (i1, ...,4,) von (1,...,n)
i = .n

0 sonst

definiert ist. Zwei in den Rechnungen benutzte Eigenschaften dieses Tensors,
die man durch direktes Ausrechnen verifiziert, sind

1
~—— ~Eii.in
det(gi;)

iedn o 01J1 injngo. . _—
ghtn = gt gine i
und damit auch

1

) P2 PO 77 I A _ o
5]k+1~~~]n€ ngll...lklk+1...ln - k'(n k)
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Beweis. (Satz 3.5) Durch die lokale Darstellung aus Bemerkung 3.7 ist fir
n € QF die Darstellung von *n € "% eindeutig bestimmt, und erfiillt per
Konstruktion die definierende Eigenschaft aus dem Satz. O

Der *-Operator hat unter anderen noch drei interessante Eigenschaften, die
zusammengefasst werden in dem folgenden
Satz 4.8. Fiir den Hodge-Operator * : QF — Qn=F gilt:
(1) Fiir alle n,& € QF gilt
EN*n =1 N*E

(2) * ist eine Isometrie, d.h.fir alle n,& € QF ist
g(xn, %) = 9(n, )

(3) Das Quadrat des x-Operators, ist eine Abbildung von QF in sich und es
gilt
2 = (—1)HPid

Beweis. (1) ist klar mit der definierenden Eigenschaft aus Satz 3.5
(2) Mit der lokalen Darstellung des Operators rechnet man fiir

1 , 4 1 ' ‘
£ = ygil...ikdx“ A ... Ndx' und n= Enil...ikdm“ A A\ dxte

1 < det(gij))2
I0E ) = T

qr+1lk qnln 171 ikJk
GETTERLL g g LG ikl

X . aMp1 MgPr
’ £j1..~jkg g Emy..miqrg1.--qnTlp1..pr
_ det(gij) ’mlpl"'gmkpkgjlmijk-&-l~--Qn€m - 5 o
(TL _ ]f)'(k‘)Q 1---MEgqk+1---GnSJ1.--Jk 'IP1---Pk

= Hgmlpl gmkpkgﬁumk npl...pk
= g(&m).

(3) Wegen & A xn = g(&,m)vol fiir alle n,& € QF, ist *n ungleich null, falls
dieses fiir i gilt. Denn angenommen 7 verschwindet nicht, aber es gilt xn = 0,
dann ist 0 = £ A *xn = g(&,n)vol fir alle £, beziehungsweise g(£,n) = 0 fiir
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alle £. Das ist ein Widerspruch zur Definitheit von g.
Mit (2) sieht man sofort

xn) A % k1 = g(*n, *n)vol
= g(n,n)vol
=10 A%
= (D) Ay

bzw. *n A (x ¥ n — (=1)*=Fp) = 0 fiir alle n € Q* und mit der obigen
Feststellung dann
x40 — (=M =0,

was in (3) behauptet wurde. O

Ist die Dimension der Mannigfaltigkeit M n = 2m, also gerade, so bildet x
die mittlere duflere Potenz von T*M in sich ab, und es gilt mit x : A™T*M —
A™T*M dann %* = (—1)™. Damit zerfillt das Biindel A™T*M in die Summe
zweier Unterbiindel ATT*M und A™T*M, die jeweils Eigenrdume zu den
beiden Eigenwerten +1 (im Falle m gerade), bzw. +i (im Falle m ungerade)
sind. Entsprechend zerfillt auch Q™ durch * mit der Bezeichnung Q7 =
[(APT*M) in die Summe

0" = QT e Q"

Tensoriert man die dufleren Potenzen mit einem Vektorbiindel F iiber M, so

kann man den *-Operator in naheliegender Weise erweitern. Dazu setzt man
mit der gewohnten Bezeichnung Q*(E) = ['(A*T*M ® E)

x QFE) - Q"HE) mit *((®s) =+ ®s.

Bemerkung: Ist P ein G-Prinzipalbiindel iiber der vierdimensionalen orien-
tierten Riemannschen Mannigfaltigkeit M, so 148t sich * auf die Kriimmung
F anwenden, da dies ein Element aus Q?(AdP) mit AdP = P X 44 g ist. Das
Ergebnis liegt wieder in Q?(AdP). Dabei ist wie immer g die Liealgebra zu G.

Gibt es auf E ein inneres Produkt i : ExE — K (K ist dabei der Grundkorper
der Standardfaser), z.B. eine Riemannsche Metrik auf einem reellen oder eine
hermitesche Form auf einem komplexen Biindel, so kann man die Abbildung
g: QF x QF — C erweitern zu g : QF(E) x Q¥(E) — C* durch §(¢ ® s,n ®
t)(z) = g(&,n)(x)hs(s(x),t(x)). Fir diese Abbildung gilt der

Satz 4.9. Ist (M, g) eine kompakte orientierte Riemannsche Mannigfaltigkeit
ohne Rand, und E ein IK-Vektorbiindel uber M mit innerem Produkt h, so ist
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durch
(.,):QFE) x Q¥E) - K
(S,T) :/g(S, T)vol

M

ein inneres Produkt definiert. Dabei ist (.,.) eine Riemannsche Metrik, bzw.
eine positiv definite, hermitesche Form, wenn dies fir h gilt. Ist S = T,
so schreibt man ||S||* = (S,S) und |S|> = §(S, S)vol, und ||.| ist in den

speziellen Fillen eine Norm.

Beweis. Die Abbildung g iibernimmt als Tensorprodukt die Linearitétseigen-
schaften von g und h beziiglich des Grundkérpers. Wegen der K-Linearitéat
des Integrals, ist (.,.) ein inneres Produkt.

Ist h eine Riemannsche Metrik (bzw. eine positiv definite, hermitesche Form),
so ist g(T,T) fiur T' # 0 eine positive Funktion, so dass das Integral nicht
verschwindet. Damit ist dann ||.|| in diesen Féllen auch eine Norm. O

Ist das innere Produkt h auf E nichtentartet, so wird - analog zum Kotan-
gentialbiindel - durch den kanonischen Isomorphismus ¢ ein inneres Pro-
dukt h auf E* induziert. Auf das Tensorbiindel F ® E* wird h durch
h(v ® 9,w ® x) = h(v,w)h(, x) erweitert. In einer lokalen lokalen Basis
{e;} von E bzw. der dualen Basis {e'} von E* bedeutet das mit v = v'e;,
w'e;, ¥ = V;e', x = xi€', ¢ = ¢;e; @ € und § = 0';e; @ €/ sowie hy; = h(e;, e;)
und hyh* = 67

h(v,w) = hijv'w’

h(¢a 9) = hikhﬂﬂsijé’?
Der natiirliche Isomorphismus £ ® E* = End(E), der lokal die Form qﬁijei ®
¢/ <> Matrix (¢';) hat, liefert dazu ebenfalls ein Produkt h auf End(E) durch

h(®,¥) =Spur(: ™! o ¥* 0, 0 ®). Wihlt man die lokale Basis als orthonormiert
beziiglich h, so ist h” = h;; = & und es gilt h(®, ¥) = Spur(V*®).

Im Folgenden ist das Vektorbiindel von der Form E = P x;; C", also ein zum
SU (n)-Prinzipalbiindel P assoziiertes Vektorbiindel, und h eine hermitesche
Form auf F. Dann hat man das Produkt h auf End(F) und dieses liefert auf
dem Unterbiindel su(n) mit su(n) = {A € gl,(C); A= —A*, SpurdA = 0}
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als Standardfaser (vgl. Kapitel 3.1) eine Riemannsche Metrik. Das heifit, dass
h eingeschriankt auf su(n) symmetrisch ist, denn es gilt

h(B,A) = Spur(A*B) = Spur(BA*) = Spur(—B*(—A)) = Spur(B*A) = h(A, B) .

Auf der Liealgebra g zur Liegruppe G gibt es eine Bilinearform kill, die
invariant gegeniiber der Operation Ad von G auf g ist. Diese heifit Killingform
und sie berechnet sich fiir A, B € g zu

kill(A, B) = Spur(ad4 o adp).

Im Falle der Gruppe GL,,C und der Algebra gl,,C heifit das fiir zwei Matrizen
A und B Fkill(A, B) = 2nSpur(AB) — 2Spur(A)Spur(B), was sich fiir die
Unteralgebra su(n) zu kill(A, B) = 2nSpur(AB) reduziert. Man sieht sofort,
dass —kill(A, B) = —2nSpur(AB) = 2nSpur(A*B) bis auf einen positiven
Faktor der Bilinearform, die auf dem Endomorphismenbiindel von P x;; C"
induziert wurde, entspricht. Sie ist also symmetrisch und positiv definit und
somit ein Skalarprodukt auf g.

Man erhélt also in beiden Konzepten des Zusammenhangs bis auf einen
konstanten Faktor die gleiche natiirliche Struktur in den Biindeln, in denen
die Kriimmungen leben.

Schreibweise: Im Falle der Gruppe SU(n) und dem Vektorbiindel E' = P X4
C" schreibt man fiir die in Satz 3.5 eingefithrte Metrik mit F, G € Q*(su(n))

(F,G) = —/Spur(F/\ xG),

M

und analog

‘F|2 = —Spur(F A *F) und HFH2 :/‘F|2'

Dabei ist das Produkt als Matrixprodukt zu verstehen, und der *-Operator
wirkt auf die Komponenten von F' bzw. GG . Dass die Schreibweise sinnvoll ist,
zeigt die folgende kleine Rechnung:

Seien F, G € Q*(su(n)), also lokal k-Formen mit Werten in su(n), nimlich:
F = (Gj) =2 GiEiy =2 Gy ® By und G = (9) = 27923E21 Z% ® Ej
iJ ij

mit gewohnlichen k-Formen ¢;; und ¥;;, sowie (E;;)i = dirdji- Dann gilt

R

(F,G) :/Q(F, G)vol

M
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g Cz] ® El]? ﬁkl &® Ekl)?}Ol

Z
Z / (Gij» Vi) h(Eij, Eg)vol
ijkl

= — Z/Qj A x0Spur(Ei; Eyy)
ijkl 3y

- _ Z / Gij N *0Spur(0,,Ey)
ijkl iy

=— Z Gij N *U31080im Omi

ijklmM

:_Z/Qj/\*ﬁji

ijM

= —/Spur(z Gij A *9 k)
. / Spur((Gy) A (+0;7))

—/Spur(F/\*G).
M

Beziiglich dieses Skalarproduktes gibt es einen zur kovarianten Ableitung
D : QF(E) — QF(E) adjungierten Operator D* : Q*(E) — QF(E) mit

(DF,G) = (F, D*G).

Zur Definition von D* bemerkt man, dass fiir den *-Operator als Abbil-
dung von QF(E) nach Q" *(E) x> = (=1)F"Rid gilt. Also folgt fiir das
Inverse * 1 = (=1)*"=Fx . Q" *(E) — QF(E). Man betrachte das folgen-
de Diagramm, in dem eine Abbildung (—1)*"1D* so gewiihlt wird, dass es

kommutiert:
k1 gy CDDT
Q" H(E) ————Q%(E)

|}

Q1) QB

D* = (=)' 5! Dy = (=110 4 Dy — (21)"H 4 D x|
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Damit gilt fiir F' € QF(A) und G € Q*1(E)

(DF,G) — (F,D*G) = — /(Spur(DF A *G) + Spur(F' A *D*G))

M

= —/Spur(DF/\*G+(—1)k+1F/\D>|<G))

Spur(DF A %G — (=1)*F A D x G))

Spur(D(F A *Q))

dSpur(F A %G) = 0.

S S E—_ &

Dabei gilt die vorletzte Gleichheit wegen

Spur(DG) = Spur(dG + [A, G])
= Spur(dG) + Spur([4, G])
= Spur(dG)
= dSpurG

und da die Spur einer Lieklammer immer verschwindet, und die letzte Gleich-
heit wegen des Stokes“schen Satzes.

Wendet man sich nun dem in den folgenden Betrachtungen interessanten Fall
dimM = 4 und G = SU(n) zu, so hat man bemerkt, dass der *-Operator
Q?(su(n)) in die Eigenrdume zu den Eigenwerten +1 zerlegt, das heift

(su(n)) = @ (su(n)) & Q2 (su(n)).

Da die Eigenrdume orthogonal beziiglich (., .) sind — es gilt Spur(F_A*F, ) =
Spur(Fy AxF_) = —Spur(Fy A F_) = — Spur(F_ A Fy) = — Spur(F_ A xF})
— wird die Kriitmmung F' in zwei senkrechte Anteile F'y und F_ zerlegt, und es
gilt
I1F|* = / [FL P [ F = (F )+ ]
M

Wegen dieser Eigenschaften des x-Operators fithrt man noch folgende Sprech-
weise ein.
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Definition 4.10. Man nennt den zur Krimmung gehérigen Zusammenhang
A selbstdual (bzw. anti-selbstdual), wenn fir die Krimmung xF = F (bzw.
xF'=—F) gilt.

Bemerkung: Ist g in diesem Kapitel keine Riemannsche Metrik, sondern
etwa die Lorenz-Metrik auf R* mit Signatur (—1,1,1,1), so kann man den
«-Operator ebenso definieren, némlich {iber Bemerkung 3.7 mit /| det(g;;)|
statt /det(g;;). Der Satz 3.5 behilt seine Richtigkeit dann, wenn man die
Definition der Volumenform vol = /| det( g” J|dxz' A .. A dx™ in diesem Fall
iibernimmt. Fiir das Quadrat von * gilt dann x* = (—1)’“(" F+1id, und fiir den
zu D adjungierten Operator D* = (—1)"* x Dx. Natiirlich ist die Bilinearform
(.,.) auch in diesem Fall erklért, sie ist nur in der Regel nicht positiv definit.

5 Die Yang-Mills-Gleichung

Hermann Weyls Interpretation des Elektromagnetismus als U(1)-Eichtheorie,
oder in der hier entwickelten Terminologie die Interpretation der elektroma-
gnetischen Potentiale als Zusammenhénge in einem U(1)-Prinzipalbiindel
iiber R = (R*, Lorentzmetrik), benétigt eine Lagrangedichte der Form
iF|”, um als Feldgleichungen die Maxwell-Gleichungen zu bekommen. Dabei
ist ¢F' die Kriimmung zum betrachteten Zusammenhang.

Fiir den U(1)-Zusammenhang schreibt man ia € Q'(iR), die Liealgebra
von U(1) ist u(1) = 4R, und setzt noch a = ajdz’ mit (ag,...,a3) =
(=V, Ay, Ay, A3)

= (=V, A) (dabei lauft j von 0 bis 3 und (zo,...,x3) = (¢, ,y,2)). Eine
Eichtransformation ist hier eine Abbildung f : R* — U(1), f(z) = =@,
und da U(1) abelsch ist, gilt o/ = —ifdf~' + faf~! = a + d¢ und natiirlich
F/ = fFf~! = F fiir die Kriimmung zu A. Man berechnet die Kriimmung zu

| | ou |
iF = %ijdxk Adr’ = iDa = ida + [ia, ia] = ida = z‘a—";dxk A dz?.
X

da;  Oay

Es gilt Fi; = —Fj, = 9ok B Setzt man noch E; = Fj, fir j = 1,2,3

und Fj, = By fiir 5, k,1 € {1,2,3} zyklisch, oder in Matrixschreibweise

0 —FE, —F, —E
E1 0 Bg —BQ

E2 —B3 0 Bl ’
Es By —-B;y 0

F =
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so folgt

oV DA, q A
E=——_--"2 R - —
J 57 50 bzw gradV 5
und
| = % - % — (rotA), mit j, k1 zyklisch bzw. B =rotA.

Man hat in der Gleichung DA = F' die klassischen Definitionen der Felder
tiber das skalare elektrische Potential V' und das magnetische Vektorpotential
A zusammengefasst.

Benétigt wird, wie oben erwihnt, die Lagrangedichte | F|*. Dabei wird vor-
ausgesetzt, dass die behandelten Felder auf jeder Hyperfliche {zo = const.}
hinreichend schnell verschwinden, oder dort einen kompakten Trager haben.
Um die Feldgleichungen zu bekommen, integriert man die Dichte |F|* iiber
einen Bereich K = [t1,t5] x R?. Dann variiert man den Zusammenhang a zu
ay = a+ ob mit b € Q. wobei b in t; und t, verschwindet, und berechnet die
Stellen, an denen £L(a) = [, |F|” stationr ist. Es gilt

L(ay) = / da, |2

K

= / \da + odb|?

K

= / |da| + oda A xdb + adb A *da + o® |db|*
K

- / |da| + 20da A +db+ o* |db|*

K

d
und die stationédren Stellen, sind genau die, an denen o L(ay)|,_, verschwin-
o

det. Dazu rechnet man

d

d—£(ag)|gzo—2/da/\*db—2/F/\*db—Z/d*F/\*b—O.
o
K K K

Da dies fiir beliebige b richtig sein soll, folgt aus dem Fundamentallemma
der Variationsrechnung die Feldgleichung d*F' = 0, was sich wegen der Pro-
portionalitat d* o< xdx als d * F' = 0 schreiben 148t. Mit der Identitdt von
Bianchi hat man somit zwei Gleichungen, die die elektromagnetischen Felder
beschreiben, ndmlich

dFF =0 und dxF =0.
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Rechnet man in einer Orthonormalrahmung mit g;; = ¢;; fiir ¢, 7 = 1,2, 3 und
1~ . 1 g

goj = _50j fur] = O, 1,2,3, so ist xF' = §Fkldl'k VAN dl’l mit Fkl = §5ijleU
und F = F; fiir i, j = 1,2, 3 sowie F% = —Fy; fiir j = 0,1, 2, 3. Damit kann
man die Komponenten von xF' bestimmen, und in Matrixschreibweise ergibt
sich

0 By, By Bs
-B; 0 Es —F,
—-By, —FE3 0 Ey
-By FEy, —E; 0

Die zwei Feldgleichungen kann man dann auch mit diesen Bezeichnungen

OF :
formulieren, und man erhélt mit dF' = —];.ldxj A dz® A dx' = 0 dann nach

x
Sortieren der Koeffizienten fiir (7, k,1) = (1,2, 3)

*F =

0F,s 0Fy O0Fy 0B, 0By 0By R
= = bzw. divB =
oxl 0x? ox3 ox! * 0x? + ox3 0 baw. div 0

und fur (4, k,1) = (0,1,2)

8F12 8F20 8F01 . 8B3 n 8E2 B 6E1 _%
020 ox! or2 020 9zl Ox2 ot

Analoge Rechnungen fiir die iibrigen Komponenten von dF' und d x F' liefern

=0 bzw. (rotﬁ)g, =

divE =0 und rotE = —a—B,

ot

sowie -
divB=0 und rotB = 8_E

ot

Man sieht, dass sich hinter den beiden Feldgleichungen die klassischen Max-
wellgleichungen verbergen.

Lange Zeit war die Moglichkeit der Formulierung des Elektromagnetismus
als U(1)-Eichtheorie eher als zuféllige Eigenschaft dieser Theorie betrachtet
worden, und somit wurde ihr kaum Beachtung geschenkt. Auflerdem schien
sie, wegen der Eigenschaft, reine Phasendnderungen zu bewirken, eher eine
quantenmechanische als eine elektromagnetische Eigenschaft zu sein.

Die Idee von C.N. Yang und R. L. Mills war es, diese bei der Theorie des
Elektromagnetismus so erfolgreiche Lagrangedichte £(A) auf die Theorie der
starken Wechselwirkung zu erweitern (vgl. [YM]). Die Symmetriegruppe, die
den Isospin beschreibt (Heisenberg hatte lange vorher vorgeschlagen, Pro-
ton und Neutron als “up”- und “down”-Zustédnde eines abstrakten Spins
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zu beschreiben), ist hier SU(2), und die Potentiale und Felder der starken
Wechselwirkung wéren somit Zusammenhénge und dazugehérige Kriimmun-
gen eines SU(2)-Prinzipalbiindels iiber R*!. Lokal handelt es sich bei den
Potentialen also um 1-Formen mit Werten in su(2), die sich unter einer
Eichtransformation f gem#f A/ = fdf~! + fAf~! transformieren. Da die
hier betrachtete Gruppe nicht kommutativ ist, vereinfacht sich die Gleichung
in diesem Fall nicht.

Yang und Mills postulierten die Existenz von Potentialen (= Zusammen-
hénge), die die starke Wechselwirkung beschreiben, und deren Felder (=
Kriimmungen) sich aus der Lagrangedichte |F’ ]2 berechnen lassen. Der gleiche
Variationsansatz wie in dem obigen Beispiel liefert die gleichen Feldgleichungen

DF =0 und DxF =0.
Bemerkung 5.1. Die Lagrangedichte |F|2 st unabhdngig von der gewdhlten
Eichung. Das heifst fiir eine Eichtransformation f gilt ’Ff|2 = |F\2

Beweis. Die Behauptung rechnet man direkt aus:
|FF|* = —Spur((fFf™") A#(FFfY) = —Spur(fF A +Ff~)
= —Spur(f~1fF A *F) = —Spur(F A «F) = | F|?
O

Statt einer Mannigfaltigkeit mit einer Lorentzmetrik betrachtet man nun eine
Riemannsche Mannigfaltigkeit. So gelangt man dann zur folgenden

Definition 5.2. Sei P(M,w,SU(n)) ein Prinzipalbiindel iber der kompakten,
vierdimensionalen, Riemannschen Mannigfaltigkeit M und A die Menge der
Zusammenhdnge auf P. Dann ist das Yang-Mills-Funktional

IM:A—=TR

definiert durch
YMA) = [ IE = Fal?.
M

Die folgende Komponentenschreibweise fiir das Yang-Mills-Funktional wird
in der Physikliteratur oft bevorzugt (z.B. [At], [Na], [Ra]). Sie lautet mit
F = Fdz® A dat

VM(A) = [Eall? = / Spur(F A <F)
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1
- / Spur(Fyg (+F )z A dz A dz™ A dz”

1
— _Z_L / Z Spur(Fkl(*F)mn>5klmnd4x

klmn

1

- 8 Z Spur(Flepqgmnpqeklm")d4x

klmnpq

1
= —i/ZSpur(Flekl)d‘lx
Kl

1
= -3 / Spur(F F*)d*x.

Wegen des einleitenden Beispiels und der vorigen Abschnitts sieht man sofort
die Giiltigkeit von

Satz 5.3. Ist der Zusammenhang A auf P selbstdual oder anti-selbstdual, so
macht A das Yang-Mills- Funktional stationdr.

Beweis. Die Variationsaufgabe aus dem Beispiel zeigt:
Y M stationidr <= D x 'y = 0.

Dabei ist der Integrationsbereich nun ganz M, und es gilt mit A, = A+ 0B
d
& A)|._ =2(D*F,B).
= YM(A,) g =2 (D°F )

Gemaéf Definition 3.10 heifit A genau dann selbstdual (bzw. anti-selbstdual),
wenn xFy = Fy (xFq = —F4). Ist dies der Fall, so folgt aus der Identitét von
Bianchi, DF4 = 0, sofort D x F4 = 0, also die Behauptung. O

Die Euler-Lagrange-Gleichungen der Variationsaufgabe Y M(A) = stationér,
D+ F, =0, heifflen Yang-Mills-Gleichungen. Erfiillt F4 diese, so nennt man F'y
Yang-Mills-Feld, und den zugehorigen Zusammenhang A Yang-Mills-Potential.
Geméif Bemerkung 3.11 ist das Yang-Mills-Funktional unabhéngig von der
gewihlten Fichung. Es gilt also fiir f aus der Eichgruppe G von P

YM(AT) = YM(A).

Man kann das Funktional also auf der Quotientenmenge der Klassen eichéqui-
valenter Zusammenhénge, B = A/G, erkldren. Man schreibt B > [A] =
{Af; fe Q}. Wegen Satz 3.13 ist auch die folgende Menge noch von Bedeu-
tung. Sie wird speziell im néchsten Kapitel Gegenstand der Untersuchung
sein.

67



Definition 5.4. Die Menge der Klassen eichiquivalenter, selbstdualer Zu-
sammenhdnge auf P

M = {[A] € B; A selbstdual}

heifit der Modulraum des Prinzipalbiindels P.
Ist M = S* und G = SU(2), so nennt man die selbstdualen Zusammenhinge
Instantons.

6 Die Struktur des Modulraums

Gegenstand der Untersuchungen in diesem Kapitel wird der Modulraum
M der Klassen eichdquivalenter, selbstdualer Zusammenhénge eines SU(2)-
Prinzipalbiindels iiber der Sphire S* sein, also der Modulraum der Instantons.

Im ersten Teil wird dazu ein Satz von Atiyah, Hitchin und Singer verwen-
det, um die Dimension der Mannigfaltigkeit M zu berechnen. Dieser Satz
wird zitiert, und nach Uberpriifung der Voraussetzungen fiir den Spezialfall
formuliert. Der zweite Teil widmet sich dann der expliziten Berechnung der
Instantons. Das heifit, dass eine lokale Parametrisierung der Rdume My
geliefert wird.

6.1 Allgemeine Betrachtungen

Wie angekiindigt, wird zuerst der oben genannte Satz zitiert. Fiir einen Beweis
dieses Satzes sei auf die Arbeit von Atiyah, Hitchin und Singer (vgl. [AHS])
und auf den Artikel von Thomas Friedrich (in [Fr]) verwiesen.

Satz 6.1. Der Modulraum M der irreduziblen, selbstdualen Zusammenhdnge
eines Prinzipalbiindels P mit halbeinfacher, kompakter Strukturgruppe G iiber
der selbstdualen, kompakten, vierdimensionalen, Riemannschen Mannigfal-
tigkeit M mat positiver, skalarer Kriimmung R ist entweder leer, oder eine
Mannigfaltigkeit der Dimension

dimM = / p1(AdP®) — %dz‘mG(X(M) —o(M)).

In der Formel zur Berechnung der Dimension des Modulraums ist p; (AdP®)
die erste Pontrjaginklasse des komplexifizierten adjungierten Biindels von P,
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X(M) die Eulercharakteristik und (M) die Signatur von M. Zur Erlduterung
dieser Begriffe vergleiche man die Ausfiihrungen im Anhang.

Auffallig in der Formulierung von Satz 6.1 ist die Einschrénkung des Modul-
raums auf irreduzible Zusammenhénge. Dabei heifit ein Zusammenhang A auf
dem G-Prinzipalbiindel P reduzibel, wenn er seine Werte in einer Lieunteral-
gebra b der Liealgebra g von G annimmt. A liefert dann einen Zusammenhang
in einem reduziertem Biindel von P, das ist ein H-Prinzipalbiindel iiber S*,
mit einer Lieuntergruppe H von G (vgl. [KN]).

Diese Einschrénkung des Modulraums ist notwendig, da die reduziblen Zusam-
menhénge Singularitdten auf M liefern. Man zeigt, dass diese Singularitdten
verhéltnismafBig "harmlos” sind. Es gibt ndmlich zu jeder dieser Singularitéten
eine Umgebung in M, die diffeomorph zu einem Kegel iiber P,C ist (vgl.
[FU]).

Im weiteren hier untersuchten Fall wird diese Einschriankung zu einer leeren
Bedingung, denn es gilt der Satz

Satz 6.2. Auf einem nichttrivialen SU(2)-Prinzipalbiindel iber S* gibt es
keine reduziblen Zusammenhdnge.

Beweis. Sei P ein nichttriviales SU(2)-Prinzipalbiindel iiber M = 5%, A ein
reduzibler, nichttrivialer Zusammenhang auf P und E = P x;; C? ein zu P
assoziiertes Vektorbiindel. Da A reduzibel ist, liegen die Werte in der zu wu(1)

_02. ) von su(2). Die zu dieser Alge-

— l

isomorphen Unteralgebra u(1) = R 0
bra gehorige und zu U(1) diffeomorphe, zusammenhéngende Lieuntergruppe

von SU(2) ist U(1) = {( S 2 ) 1z € U(l)}. Wegen der Reduzibilitét des
Zusammenhangs sind die Ubergangsfunktionen von P aus U(1), und E spaltet
deshalb in die Summe zweier Geradenbiindel L @& K iiber S* (sogar L & L™,
damit ¢;(E) = 0). Die komplexen Geradenbiindel iiber M werden durch
H?(M,7) charakterisiert, und wegen H?(S* 7Z) = 0 sind L und K triviale
Biindel. Somit ist also F und schliellich auch P trivial, was einen Widerspruch
zur Annahme liefert. OJ

Um zu sehen, dass S* die Voraussetzungen des Satzes 6.1 erfiillt, sind einige
Vorbetrachtungen notwendig.

Die Kriimmung R einer vierdimensionalen, Riemannschen Mannigfaltigkeit
M zum Levi-Civita-Zusammenhang ist ein Schnitt in dem Unterbiindel von
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A?T*M ® End(T*M) mit Standardfaser so(4) = {A = —AT € gl,R}. Wegen
der Isomorphie End(T*M) = T*M @ TM = T} M kann man die Kriimmung
als 2-Form mit Werten in den (1, 1)-Tensoren auf M auffassen. Lokal kann
man also schreiben:

R = % (Rijklek ® el) e Nel.

Dabei ist {e;} eine lokale Orthonormalrahmung von 7'M und {e'} die duale
Orthonormalrahmung von 7" M. Damit gilt dann natiirlich

l

9ij = 9" =0; und Rijiw = R;j," gmi = Ry, -

Nutzt man die Symmetrien dieses Tensors geméfl des abschlieSenden Beispiels
aus Abschnitt 3.1 aus, so ist

1/1 S
R = 5 <§Rijklek A el) e'Nel.
Die Kriimmung ist somit eine 2-Form mit Werten in den 2-Formen. Mit
Hilfe dieses Tensors werden noch neue Grofien eingefiihrt, die aus R durch
Kontraktion entstehen.

Bezeichnung: Der Ricci-Tensor Ric von M ist fiir X,Y € I'(T'M) definiert
als Spur des Endomorphismus von T'M |, der gegeben ist durch (vgl. Abschnitt
3.1)

Z— R(X,2,Y,.) = Dx(DzY) - Dz(DxY) — Dix,zY.

In lokalen Koordinaten gilt
Ric(X,Y) = R(X, ey, Y,e") bzw. Ry = Ric(e;,e;) = Rip;".

Wie man mit Hilfe der lokalen Darstellung leicht iiberpriift, ist der Ricci-Tensor
symmetrisch.

Die skalare Kriimmung R von M ist dann definiert durch die negative Spur
des durch Ric vermittelten Endomorphismus von T'M, gegeben durch Z
1Y (Ric(., Z)). Dabei ist ¢ : TM — T*M der durch die Metrik vermittelte
[somorphismus geméfl Abschnitt 3.3. In lokalen Koordinaten gilt

R = — Y (Ric(., ¢))(e")
=~ (Rje?)(e")
= —Rjig"ex(e’)

- jkikgji

= —Ry.™.
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Abgesehen von diesen Kriimmungsgréflen legt die Interpretation der Kriim-
mung als 2-Form mit Werten in den 2-Formen die Einfithrung der Abbildung

R:ANT*M — A’°T*M  mit R(ei Ael) = Rz-jklek A el
nahe. Diese Abbildung ist selbstadjungiert, denn es gilt fiir alle 4, 7, m,n

gle' Ae?,R(e™ A e™)) = g(e' A e, Rype® N €)
= Ronmig(ef A el e" A el)
— Ry (667" — 57k 51
= Rynij — Bnmji
= Rijmn — Rijnm
= Riju(0™*6™ — gmhgmh
= R,-jklg(ek Aele™Aem)
= g(Rijue” Nel e™ Ae™)
= g(R(e" N€P),e™ A en).

Das Biindel A2T*M wird durch den Hodge-Operator * gem#f Abschnitt 3.3

in die Summe zweier Unterbiindel zerlegt, die jeweils Eigenrdume von * zu
den Eigenwerten +1 und —1 sind:

NT*M = A2 @ A2,

, . 1
Lokal gilt fiir die obigen Orthonormalrahmungen *(e' A e’) = §6ijklek A el

und somit ist

Ai = span{fi, f:2|:7 f:i}

mit

fi:i(el/\gj:es/\e‘l)
\/§ )
1

fi=—('ne*Fetneh)
V2
1

f3=—<(e"net £ AeP).

S

Fiir R hat man beziiglich dieser Basis die Zerlegung
~ A, B
B ( A B ) A2 A2 - A2 @ AZ
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mit B: A2 — A2, B*: A7 — A% und Ay = A% A3 — AL
1
Eine direkte Rechnung zeigt, dass die Spur von A4 sich zu SpurA, = _ZR

1
ergibt. Nun fithrt man noch die spurfreien Anteile W, = A4 + ER ein, und

die Zerlegung von R schreibt sich als

- (W, 0 0 B 1 1
R=("y w )+ (5 0 )R- WEE- R

Das macht den Weg frei zur

Definition 6.3. Die Riemannsche Mannigfaltigkeit M heifit selbstdual, wenn
in der obigen Darstellung W_ verschwindet.

Insbesondere gilt die folgende Beziehung zwischen der Selbstdualitit der
Mannigfaltigkeit M und der Selbstdualitédt des Levi-Civita-Zusammenhangs:

Bemerkung 6.4. Der Levi-Ciwita-Zusammenhang auf M ist genau dann
selbstdual, wenn in der obigen Darstellung W_, B und R verschwinden.

Beweis. Der Levi-Civita-Zusammenhang ist selbstdual, wenn fiir die Kriim-
mung R = *R gilt. Dabei wirkt * auf die Koeffizienten Fj; = Rijklek A el und
es gilt

1 1
*=R& Fj= §€z‘jkzgmk9"lan = §5ijkl5mk5anmn
1
<~ Rijklek VAN el = §€ijk15mk5anmnpq€p A ef
~ . . 1 ~ 1 ~
< Re'Ne) = §€ijkléfn5£LR(em Ne) = §5ijklR(ek Ael)
YK J _ 1 ook h —
< R(e' Ne 28”1616 Ne') =0
& Rl =0

- 1
Die Riickrichtung folgt sofort aus R|y> = W_ + B — ER Die andere Rich-

tung rechnet man direkt nach. Die durch xR = R neu hinzugewonnenen
Symmetriebedingungen an die R;jj liefern nach Berechnung der Matrizen in
der Basis {f1, f1, fi}sofort B =0 und R = 0, so dass W_ = 0 zwingend
folgt. 0
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Es folgt eine Bezeichnung, die es oft ermdglicht, die Selbstdualitét einer
Mannigfaltigkeit ohne explizite Berechnung von W_ zu iiberpriifen.

Bezeichnung: Der Weyl-Tensor der Riemannschen Mannigfaltigkeit M ist
definiert durch

ij i Lsipi  sipi sipig sipiy 1 Rsisi  sisi
W' =Ry — 5(51@3«1 — O Ry, — G R+ 0 Ry) + E((Skéz — 0,0,)-

Man iiberzeugt sich schnell davon, dass dieser Tensor die gleichen Symmetrien
erfiillt, wie der Kriimmungstensor (vergleiche das Beispiel aus Abschnit 3.1).
Der Weyl-Tensor ist konform invariant. Das heifit, &ndert man die Metrik ¢
mit einer Funktion o zu § = *g, so gilt W,/ = W,;! [vgl. [Wel]].

Interpretiert man den Weyl-Tensor als Abbildung W von A2T*M in sich
durch o '
Wi(e'nel) = Wijklek A€,

so zeigt man wieder durch direktes Ausrechnen der Matrix zu W in der Basis
{fi, f3, 2} die folgende

Bemerkung 6.5. Mit der gerade eingefiihrten Bezeichnung und der obigen

= . T o W+ 0
Darstellung von R qilt W = ( 0 W ) .

Die Sphire S* erfiillt nun die Voraussetzungen des Satzes 6.1, denn es gilt der

Satz 6.6. Fir die vierdimensionale Sphdre gilt

1) S* ist eine kompakte Riemannsche Mannigfaligkeit.
2) S* ist selbstdual.

3) S* hat positive skalare Kriimmung.

Beweis. S* ist als beschriinkte abgeschlossenen Menge im R® natiirlich
kompakt. Versehen mit den Karten der stereographischen Projektion

i R*—= S\ {Py} mit Py =(0,0,0,0,%1)

(22, (1 — |z]?)
1+ |z?

Y+ 1T —

ergeben sich die Koeffizienten der Metrik lokal zu

£ _ 8901 a@i
Jij Ozt ' O

73



(26, 722" 22'(2x, £(1 — |z)?) (25, F227) 227 (22, +(1 — |x]?)
S\ L T+ z)? 7 T+ (1 + [af?)?

(451] + 4$Z$]) —

4 . . .
| o (42" — 22 (1 — |z]%))

1
- (L= (14 [z[?)?
i,
+ Wﬂ; z (4]z)* + (1 — |z]?)?)

4 o 4 o
— (it atnd) - T gpig
TP %) = T e
4
0::.

T (1t 2?2

Das zeigt, dass (S%,g) konform zu (R%, ) ist. Damit ist der Weyl-Tensor
beider Mannigfaltigkeiten der Gleiche. Da (IR%,§) flach ist, das heifit, da alle
KriimmungsgroBlen verschwinden, ist W = 0, und somit auch die Komponente
W_. Damit ist S* eine selbstduale Riemannsche Mannigfaltigkeit.

Mit Hilfe der lokalen Darstellung von g berechnet man die Christoffelsymbole
891»]- 16$k
wegen =— 0ij zu

oxk (1+|z[?)3

Pl L (Q%k L 99 _ agij)
2

oxrt  Oxi  OxF
2\2 _ 7 - j o k

8 D N CE A D (R D i

2 ) )
= —TW<.Z'153'1 —+ mJ(Sil — l‘l(sij),

und deren Ableitungen zu

8Fi] _ _2(5im5jl + 5jm5il — 5lm5ij) 1 4[)3m($i(5jl + Ij(sil - xl@-j) .

oxm 1+ |z]? (14 |z|?)?

Daraus ergibt sich fiir die skalare Kriimmung R ein Wert von

R = _ngRjkl
L+ 1[2)? ok
=y R
= 0 S S T T - T T

(14 |2P)? [« ar: ork.
— — ! E rk pm E F -
4 — al’k Ot + km i ki

kim kim
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1+ |z|*)? 2
_ & {Z 1<+ | )|2 ((5@5@ + 5k16k1 51%51916)
+ Z T | BE (201, 4 2 0s1, — 2763)
—2)
_ %: TW<5M(5M + GiiOrk — Oindik)

47t ,
— Z (L”(a:kézk + xZ(Skk — 1:’“(5;%)

1+ [x]?)
+ Z |x| (x kg e+ ™00 — mkémk)(xiémi + 26,,; — x™8;)
— Z L(az’ mk + 2" 0 — xk@m)(xk&m- + 26, — ™)
e (14 |z[*)?
1 2 1
:_#Z 5 — “+Z (2’ — |2[26,) + +|x| 245“

— Z Axty + Z Sir + b0y, — Py + 2wt o + a0

— |22 600 — 226y — 226y, + aFak6;) — Z(mzxkém + 22 Sk
ki
— 2" 6y, + xR0y, 4 ' 6y — P oindn — aFab8y — atak ey, + 2 atsy,)
1+ |z L |z
2

= L )t (ot — apopt) +
+ Z(4xzx’ + 4zt — 4|z|?05) — Z(4xzx’ + 222" — |z|*6; — |z|*63)

16 — 4|z

= 4(1 + [2]*) = 6[z|* + 8(1 + [x|*) — 8||* + 2|
=12.
Die Kriimmung ist also positiv, womit die Voraussetzungen des Satzes 6.1 an

die Mannigfaltigkeit erfiillt sind. 0

Zur Uberpriifung der weiteren Voraussetzungen, namlich die an die betrach-
tete Liegruppe, benétigt man noch die

Bezeichnung: Eine Liegruppe G heifit halbeinfach, wenn sie keine kommu-
tative, zusammenhéngende normale Untergruppe besitzt.

Im Fall der hier betrachteten kompakten Liegruppe G ist das dquivalent
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zur Endlichkeit des Zentrums Z(G) = {g € G;gh = hg fiir alle h € G},
beziehungsweise zur negativen Definitheit der Killingform der Liealgebra g zu
G (vgl. [BtD]).

Da die Gruppe SU(2) kompakt ist, greifen hier die Rechnungen aus Kapitel
3.3, die gerade zeigen, dass die Killingform von su(2) negativ definit ist und
somit SU(2) die Voraussetzungen aus Satz 6.1 erfiillt.

Um die Aussage weiter prézisieren zu konnen, wird von der Eigenschaft der
SU(2)-Prinzipalbiindel {iber S* Gebrauch gemacht, durch ihre zweiten Chern-
klassen charakterisiert zu sein. Das bedeutet, dass zwei solche Prinzipalbiindel
genau dann isomorph sind, wenn die zugehdrigen zweiten Chernklassen iiber-
einstimmen. Diese werden, geméfl der Ausfithrungen im Anhang, mit der
Kriimmung F eines Zusammenhangs auf P, bestimmt durch

/CQ(P):#/Spur(F/\F):—kEZ.

54 S4

k nennt man hier auch die topologische Ladung oder die Instantonzahl von
P. Im Zusammenhang mit der Instantonzahl macht man sofort die folgende

Bemerkung 6.7. Die selbstdualen Zusammenhdnge des Prinzipalbiindels P
mit Instantonzahl k > 0 minimieren das Yang-Mills- Funktional Y M absolut.

Beweis. Es gilt fiir die Zerlegung F' = F, + F_ der Kriilmmung des Zusam-
menhangs A in zwei orthogonale Anteile mit xF, = Fy und *xF_ = —F_

YM(A) = |FII” = | Foll” + | F-|”

und

8’k = —/Spur(F/\ F)
g4

= — /(Spur(F+ A Fy) + Spur(F_ A F_) + 2Spur(F. A F_))

S4

= — /(Spur(F+ AxF, )+ /(Spur(F_ AxF_) + /QSpur(F+ A xF_)
S S S

= |EL I = I F|” = 2(Fy, L)

= ||F|)” — [|F-]”
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Damit ist also
YM(A) = |Fe|> + |F-|I? = | Fyl? = | F-|* = 87°k,

mit Gleichheit genau dann, wenn F_ verschwindet, also A selbstdual ist. [J

Mit Hilfe der obigen Charakterisierung der Prinzipalbiindel hat man den

Satz 6.8. Fiir ein SU(2)-Prinzipalbiindel P iiber S* mit Instantonzahl k
gilt fiir die Auswertung der ersten Pontrjaginklasse des komplexifizierten
adjungierten Biindels von P

/ p1(AdP®) = 8k.
S4

Beweis. Es ist
AdP = P x a9 s5u(2) 2 su(2) C End(E) 2 E® E,

mit £ = P x;3 C? und den Bezeichnungen aus den vorigen Abschnitten. AdP
ist ein reelles Vektorbiindel vom Rang 3 mit Standardfaser

su(Z):spanR{<_01 (1))’((2) (2))’(8 —OZ>}

Das komplexifizierte Biindel AdP® = su(2)® ist komplex dreidimensional
und hat die Standardfaser su(2) ® C C glyC. Ein Element aus su(2) ® C hat
die Form

122 21 +iz3 , ' B
< 2 iz —iz mit z1, 29,23 € C, es gilt also su(2) @ C = sl,C.

Man sieht nun, dass ein triviales Biindel 1" — interpretiert als triviales Biindel

mit Standardfaser C ( (1) 2 ) —su(2) zu

su(2)® @ T = End(E).

erginzt. Fiir die Pontrjaginklasse des komplexifizierten reellen Vektorbiindels
AdP gilt (vgl. Anhang)

pl(AdPC) = _2CQ(AdP(E)
Auflerdem ist wegen der Eigenschaften der Chernklassen

c(AdP®) = ¢(AdP®)c(T) = ¢(AdP* & T) = ¢(End(E)) = ¢(E ® E*).
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Die Spaltungseigenschaft erlaubt es, das Biindel E formal als Summe zweier
komplexer Geradenbiindel L und K darzustellen. Mit L* = L™! und K* =
K1list E=L®K und E* = L' ® K. AuBilerdem ist ¢(L) = 1+¢;(L) und
ci(L™Y) = —¢ (L), analog fiir K, sowie ¢;(L® K) = ¢;(L) + ¢;(K). Diese und
weitere Regeln fiir den Umgang mit Chernklassen sind im Anhang aufgefiihrt.
Damit und mit

¢(BE)=c(L®K)=c(L)c(K)=(14+c1(L)(1+ c1(K))
=1+ (a(K)+a(l)) +a(K)a(l) =1+ c(E) + ca(E)

folgt
c(AdP®)

}—‘P—‘AQQ(‘J

(E@E)=c(LOK)®(L'eo K™))

Te KoL HYe(LeoKHYaeT)

(T)C(K QL (L@ K Ne(T)=c(K® L ) e(Le K1)
L+ (K) —a(L)1+a(l) —a(K))

— (e1(L) = ¢(K))* =1 = (a1(L) + e1(K))? + der (L)e (K)
— (c1(E))? +4ea(E).

SchlieBlich gilt
c2(AdP®) = ¢3(E ® E*) = —(c1(E))? + 4c5(E) = 4cy(E),

da ¢1(E) = %Spur(F) = 0 fiir die Kriitmmung F € Q?(su(2)) eines SU(2)-

Zusammenhangs auf F. Mit diesen Rechnungen gilt jetzt
/pl(AdP@) _ _2/c2(,4dp@) - —8/02(E) — 8k,
54 54 54

wenn man die erste Pontrjaginklasse auswertet. Man beachte hierbei, dass fiir
das Prinzipalbiindel und das assoziierte Vektorbiindel ¢(P) = ¢(F) ist. O

Das liefert schlieilich den

Satz 6.9. Der Modulraum M, der selbstdualen Zusammenhdinge eines
SU(2)-Prinzipalbiindels iber S* mit Instantonzahl k > 0 hat die Dimen-
sion

dimM,, = 8k — 3.

Beweis. Fiir die Eulercharakteristik y und die Signatur o der 4-Sphére gilt
x(SY =2 und o(S*) =0.
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Deshalb ist

dimMe = [ p1(AdP®) = SdmSU() (d(") - (")

1
= 8k — 33(2—0) = 8k — 3,

Insbesondere gilt fiir den Fall £ = 1 dimM; = 5. O

6.2 Die Parametrisierung der Instantons

Wie angekiindigt befasst sich dieser Abschnitt mit der expliziten Berechnung
der Instantons zur topologischen Ladung k, das sind die selbstdualen Zusam-
menhénge eines SU(2)-Prinzipalbiindels iiber S*, dessen zweite Chernklasse
ausgewertet —k ergibt. Das Ziel ist jedoch nicht die Berechnung aller Instan-
tons, sondern die Bestimmung eines Reprisentanten einer Eichklasse, also
eine Parametrisierung des Modulraums. Dabei wird man im Allgemeinen
nicht erwarten konnen, dass der gesamte Modulraum parametrisiert wird,
sondern das Ergebnis ist die Berechnung einer lokalen Karte von Mj. Wie
der vorige Abschnitt gezeigt hat, ist der Modulraum (8& — 3)-dimensional, so
daf} eine entsprechende Zahl reeller Parameter in die Konstruktion einfliessen
wird.

Zur Beschreibung wird der Schiefkorper H der Quaternionen herangezogen,
da er es zuldBt, die Basismannigfaltigkeit (genauer ein Kartengebiet) wegen

R*> (2% 2" 2% 2% S 2+ o' T+ 2* T+ 2’ K € H

und die Gruppe SU(2) mit ihrer Liealgebra su(2) wegen

SU(2) ¢ H und su(Z)CH:ImitH:I:{( v g);u,ve@}

—Uu

H > ( v g ) = Re(v) + Re(w)! + Im(u)J + Im(v)K € H

—U

gleichzeitig zu beschreiben. Dabei gilt SU(2) < {x € H||z| =1} = Sp(1)
und su(2) = {z € H||Re(z) = 0} = ImH. Die Bezeichnungen

0 1 0 1 t 0
0021,01:<_1 O>’02:<i O),agz(o —’i) und 1,71, J, K
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werden simultan benutzt, also @ = 2° + 2'I 4+ 2*J + 2K = z*0, (Zur
Unterscheidung werden die Indizes, die sich auf die Zerlegung der Quaternionen
beziehen, durch griechische Buchstaben gekennzeichnet).

Es gelten die bekannten Rechenregeln —o2 = 0} = 02 = 02 = —1, und

0,0, = 0y fiir (u, v, k) € {1,2,3}?® zyklisch, sowie o}, = —0,, fiir u € {1,2,3}.

Fir oz = 2 + 21 + 22T + 23K ist 7 = 2° — 2'1 — 2°J — 22K und es gilt
damit 7y = yrAuBerdem sieht man 7 = (zg)* und zz = det(xy).

" ist als Vektorraum iiber H zu verstehen. Dabei ist H" mit der komponen-
tenweisen Addition und der skalaren Multiplikation

Hx H"— H" mit (a,2)=(a,(x1,...,2,)) — (110, ...,250) = za
versehen. Die Wirkung linearer Abbildungen ist durch
H"" x H* — H* mit (A, z)+— Ax

erklirt. Fiir eine Matrix A € H*" ist A* € H™* mit (A*);; = Aj;. Es
gilt A*B* = (BA)*, wohingegen wegen der fehlenden Kommutativitdt im
Allgemeinen ATB" und (BA)T nicht gleich sind.

Hat man eine Zuordnung
H? > (a,0) = f(a,b),

die nur von dem Quotienten von z und y abhéngt, fiir y # 0 etwa f(z,y) =
g(zy™'), so ist fiir zwei Punkte (a,b) und (c,d) in H?, die dieselbe Klasse in
P H reprisentieren, also (¢,d) = (a,b)t mit t € H\ {0}

fle,d) = g(ed™) = g(at(bt)™") = gab™") = f(a,b).

Da S* und P/H diffeomorph sind, kann man ein solches f als Zuordnung
mit Definitionsbereich S* betrachten. Eine Karte von S* bekommt man etwa
durch die homogenen Koordinaten auf P{H mit y = 1, die andere mit x = 1.

Betrachtet wird die Abbildung

mit zwei Matrizen B, C € H**+D*k derart, dass gilt:

(1) M(z,y)*M(z,y) ist fiir alle Paare (x,y) # (0,0) eine invertierbare
k x k-Matrix
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Insbesondere haben dann M und damit auch B und C' den vollen Rang k.
Die Zuordnung

H? > (z,y) ~ spany {Spalten von M (x,y)} C HF!

ist wegen M(z,y) = M(zy~t, 1)y = M(1,yz~!)z nur von dem Quotienten
von z und y, also von der Klasse [z, y] in PiH abhéngig. Man erhilt somit

eine Abbildung
S* > [z,y] = B, = spany {Spalten von M (z,y)} C HF.

Das liefert dann ein Vektorbiindel E iiber S* vom Rang k als Unterbiindel von
S x HEL. Die Faser von E iiber z = [z,y] ist dann E.. Trivialisierungen
sind durch die homogenen Koordinaten gegeben, etwa

k
HxH" - E mit (z,a4,..,a) — ([z, 1],ZMi(x, Da;).

i=1
Dabei ist M; die i-te Spalte der Matrix M. Das triviale Biindel S* x H**!
1aBt sich mittels der natiirlichen Bilinearform

h: T x TR 5 H mit A(v, w) = v'w

in die direkte Summe von E und seinem orthogonalen Komplement beziiglich
h zerlegen. Mit L = E* gilt somit S* x H**!' = E @ L. Die Faser L, von L
iiber z € S* ist dann gegeben durch

L, = {veH" ’v*w:Ofﬁr allew € E,} .

Auf dem Biindel S* x H¥! gibt es den trivialen Zusammenhang d mit
d(s1y ...y Sk1) = (ds1, ..., dsg4q1) fiir einen Schnitt (sq, ..., Sg+1). Das Biindel
L erhdlt durch d und durch die faserweise Orthogonalprojektion P von
S x H*! auf L einen Zusammenhang D. Dieser ist mit Y € I'(7'S*) und
s € I'(L) definiert durch

D=Pod bzw. Dys=Podys.
Die lokale Darstellung dieses Zusammenhangs D (etwa in der Karte y = 1)

ergibt sich aus einer lokalen Rahmung N : H — L. Fiir diese Rahmung gilt
mit M(z) = M(z,1) und nach Normierung von N fiir alle x € H:

(2) N(z)*M(z) =0
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(3) N(z)*N(z) =1

Fiir die Projektion P gilt in dieser Basis P = NN* und fiir einen Schnitt
s € I'(L) schreibt man s = Na mit einer Abbildung a : H — H. Dann folgt

Ds = NN*d(Na)
= NN*(dN)a+ NN*Nda
= N(N"dN + d)a.

Die lokale Darstellung von D in dieser Rahmung ist also D = d 4+ N*dN.

Man kann die topologische Ladung des Biindels L berechnen. Der Begriff
macht hier Sinn, da man die lokalen Rahmungen von L normieren kann, und
die Strukturgruppe von L sich somit auf Sp(1) = SU(2) reduziert. Die totale
Chernklasse von List ¢(L) =1+ co(L), da ¢, (L) wegen der Strukturgruppe
verschwindet, und die hoheren Chernklassen wegen des komplexen Rangs 2
von L gar nicht vorkommen. Das Biindel "= E @& L ist trivial und deshalb
gilt
1=¢(T)=c(E)c(L).

E ist per Konstruktion die Summe aus quaternionischen Geradenbiindeln
FE\, ..., Eg, deren Fasern iiber z = [z,y] € S* gerade E;, =span{M;(x,y)}
sind. Wie fiir L gilt auch fiir diese Biindel ¢(E;) = 1+ c2(E;), wobei sich diese
berechnen lassen. Das Biindel E; ist iiber die Abbildung M;(z,y) — (x,y)
kanonisch isomorph zu dem Standardgeradenbiindel {iber PiH. Dessen Faser
iiber [z, y] besteht aus all den Paaren (a,b) € H?\ {(0,0)}, fiir die [a, b] = [z, ]
gilt. In diesem Sinne ist die Faser gerade [z,y]. GemaB [MS] ist die zweite
Chernklasse dieses Biindels ein Erzeuger von H*(S%,Z), so dass sich nach
Auswertung iiber S* der Wert 1 ergibt. Das nutzt man aus und berechnet
zundichst 1= (14 co(L)) [T, (1 + c2(Ey)) = 14 (co(L) + 38| ea(EY)), also
co(L) = — Zle c2(E;) (Die hoheren Terme in dem Produkt entfallen, da die
Grundmannigfaltigkeit vierdimensional ist). Wertet man das aus, so ergibt
sich fiir L eine topologische Ladung von

—/CQ(L) - é/@(@) ~ k.

Im Laufe dieses Abschnitts wird noch gezeigt, dass D ein selbstdualer SU(2)-
Zusam-menhang auf L ist (vgl Satz 6.11). Man hat also mit Hilfe der Matrix
M (z,y) ein k-Instanton konstruiert.

Andert man die Matrix M, so bekommt man in der Regel andere Biindel
E und L und somit einen anderen Instanton. Allerdings liefern nicht alle
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Matrizen verschiedene Instantons, sondern vielmehr liefert eine ganze Klasse
von Matrizen der angegebenen speziellen Art eine ganze Eichklasse, also
ein Element aus Mj. Bei den Operationen, die zur Verdnderung von M
herangezogen werden, muss insbesondere darauf geachtet werden, dass die
lineare Struktur und die Eigenschaft (1) erhalten bleiben. Alle Transformatio-
nen, die diese Eigenschaft haben, sind vom Typ SMT mit T € GL;R und
S € GLi,1H. Dabei garantiert die Beschrankung auf konstante Matrizen die
lineare Struktur der Konstruktion, die Beschrankung auf reelle Matrizen T'
das Vertauschen mit den in der Konstruktion vorkommenden Quaternionen
x und y, und die Invertierbarkeit von 7" und S die Rangbedingung an M.
Natiirlich muss bei bei der Wahl der Transformation die Eigenschaft (1)
gewahrt bleiben.

Zuerst bemerkt man, dass die Wirkung von GL;R keinen Einfluss auf die
Konstruktion von D hat. Ist ndmlich 7' € GLgR, so ist fur alle [z,y] =
z € S* B, =span{Spalten von M(z,y)} =span{Spalten von M(z,y)T}, da
T nur eine Anderung der Basis von E, bewirkt. Das Biindel E bleibt somit
unbeeinflusst. Anders verhélt es sich mit der Wirkung von G Ly,1H. Eine
Matrix S € GLy1H liefert einen Biindelisomorphismus f zwischen den
Biindeln £ zu M und E’ zu SM, der faserweise gerade S ist. Dieser wiederum
induziert einen Isomorphismus f zwischen L = E+ und L' = E'*. Dieser ist
faserweise gegeben durch

L,>vr f(v) = (S Hwvel,

denn die Abbildung ist natiirlich ein Isomorphismus und fiir w = > SM;w; €
E! gilt h((S™H*v,w) = Y v* SIS Muw; = > v* Myw; = 0.

Bemerkung. Um die Zusammenhénge auf L und L’ vergleichen zu kénnen,
erweitert man den Begriff der Eichdquivalenz auf naheliegende Weise:

Man nennt zwei G-Zusammenhange D und D’ auf zwei G-Biindeln L und
L' eichdquivalent, wenn die Biindel isomorph sind und wenn der mit Hilfe
eines Isomorphismus g zuriickgeholte Zusammenhang g o D’ o g~ auf L
eichdquivalent zu D ist. Wahlt man den Isomorphismus geeignet, so sind die
Zusammenhénge gleich (vgl. Beispiel 4 in Abschnitt 1.2.3). Insbesondere muss
der Isomorphismus ¢ die G-Struktur erhalten.

In dem obigen speziellen Fall bedeutet das f € Sp(1), denn die Struktur wird
durch h vermittelt, und fir v,w € L, gilt h(v,w) = h(f(v), f(w)) & f €
Sp(1). Fiir die Matrix S bedeutet das

h(v,w) = v*w

= h(f(v), f(w))
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=h((S7)"v, (S71)"w)
= (( D) (ST w

— (S 1 *0

= (S*S) tw.

Da h nicht entartet ist, folgt S € Sp(k +1) = {A€ GLy H|A*A=1}.
Damit die Zusammenhinge auf L und L’ eichdquivalent sind, muss S aus
Sp(k + 1) gewéhlt werden. Andererseits gilt auch die Umkehrung: Wahlt man
S aus Sp(k + 1), so sind die Zusammenhénge auf L und L’ eichiquivalent,
denn f ist schon der geeignete S p(1)-Isomorphismus, der D mit D’ vergleicht.
Es gilt ndmlich

floDof=580PodoS=S5 0P oSod=Pod=D,

wobei die Gleichheit S*o P'oS = P fiir v+w € E,® L, also Sv+Sw € E.& L,
aus S* o P’ o S(v+w) = S*P'(Sv+ Sw) = S*Sw = w = P(v+ w) folgt.

Man zeigt, dass hierdurch der Modulraum M schon fast vollsténdig charak-
terisiert ist. Eine kleine Korrektur ergibt sich nur daraus, dass die Wirkung
von (—1,—1) und (1, 1) aus Sp(k+1) x GLgR auf eine Matrix M die Gleiche
ist. Man hat damit den folgenden Satz, den man in [DV], Exposé 7, findet.

Satz 6.10. (1) Firk > 0 ist

0= {(B,C) € (H(kﬂ)xk)Z’
(By — Cz)*(By — Cx) € GLyR ¥(x,y) € ]HQ\{O}}

k\2

eine nichtleere Untermannigfaltigheit von (H*TV*8)2 ynd die Gruppe

G = Sp(k + 1) x GLyR/ {(1,1), (-1, ~1)}

operiert iber ((g,h), (B, C)) — (9Bh™', gCh™") eigentlich und frei auf
O. Der Quotient © = © /G ist eine Mannigfaltigkeit der Dimension
8k — 3.

(2) Es gibt eine kanonische Bijektion zwischen © und M.

Das Hauptaugenmerk liegt in diesem Abschnitt wie gesagt auf der Konstruk-
tion der Instantons, so dass die entscheidenden Teile dieses Satzes hier die
Anzahl der freien Parameter in der Menge © und die Injektivitdt in (2) sind.
Die Beweise fiir diese Teile werden durch die Konstruktion erbracht.
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Zur weiteren Untersuchung beschriinkt man sich auf eine Karte von S*, etwa
y = 1. Das heiflit man betrachtet die Matrizen der Form

M(z)=B—Cz mitze Hund C,B € [ (k+1)xk

und eine Karte N von L der oben angegebenen Form. Dabei haben B und
C den Rang k, die Matrix M besitzt die Eigenschaft (1) und N ist eine
Abbildung von H nach H*™! mit den Eigenschaften (2) und (3).

(1) M*M € GL;R (2) N'M =0 (3) N*N = 1.

Wie oben berechnet wurde, hat der Zusammenhang D auf L, der den Instanton
liefert, die lokale Darstellung

A= N"dN.
Es gilt A = A, dx* = N*0,Ndx" und wegen 0,(N*N) = 0 schlielich
AZ = (N*O.N)" = (Ou(N*N) = (0N )N)" = =N*O,N = —A,,.
A ist also eine 1-Form mit Werten in su(2). Aulerdem gilt der folgende

Satz 6.11. Die Krimmung F' zum Zusammenhang A hat die lokale Darstel-
lung F' = F,dz" N\ dx” mit

3
F ==Y 2N*C(M*M)'nk,01C*N
k=1
und es qgilt xF = F.
Dabei sind 7%, und 7%, dhnlich den 7-Symbolen, die von G. t“Hooft in [tHo]
eingefiihrt wurden. Ein Unterschied zu den Symbolen dort, resultiert aus einer

anderen Nummerierung der Quaternionen. Fiir k£ = 1,2, 3 sind sie hier durch
die folgenden Eigenschaften definiert:

ko k) Ekuw falls wrv =123
= o = Oy falls p=0

€ falls p,v=1,2,3

—k — (=1 dop+dou K —
T = (=1) T —0p, falls u=0

Beweis. Wegen F' =dA+ ANAist F, =0,A, — 0,4, + [A,, A, also
Fl = 0,(N*9,N) — 8,(N*0,N) + [N*8,N, N*9,N]
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= (0N @,N) — (BN)@,N) + N*(B,N)N*(8,N)] — N*(9,N)N*(9,,N)
= (0N (@, N) — (8,N*)(0,N) — (9,N*)NN*(9,N) + (8,N*)NN*(3,N)
— (0,N)(L = NN*)(@,N) — (9,N*)(1 - NN*)(,N).

1 — NN* ist die Orthogonalprojektion von H**! auf
U = span {Spalten von M} = span {N}"

und es gilt
1 - NN*= M(M*M)'M*

Zum Beweis sei v = Nb+w € NH ® U. Dann ist
(1 = NN*)(v)=v— NN*Nb— NN*w=v— Nb=w
und
M(M*M)™*M*v = M(M*M)"*M*Nb+ M(M*M)" ' M*w = w.
Dabei folgt die letzte Gleichheit aus der Identitét
M*M(M*M) ' M*w = M*w
weil M* eingeschrénkt auf U bijektiv ist.

Aus der Eigenschaft (2) folgt (0,N*)M = —N*(9,M) und auBerdem gilt
0,M = 9,(B — Cz) = —Co,. Beachtet man noch, dass wegen (1) (M*M)~!
mit den o, kommutiert, so rechnet man weiter
F.=0,N")(1—-NN*)(0,N)—(0,N*)(1 — NN*)(9,N)

= (O, N*)YM(M*M)'M*(9,N) — (8, N*)M (M*M)~ ' M*(9,N)

= N*(8,M)(M*M)~ (0,M*)N — N*(0,M)(M*M)~(0,M*)N

= N*Co,(M*M)"'o;,C*N — N*Co,(M*M)"'0/,C*N

= N*C(M*M) o005 — 0,0 LCTN.

Fiir p =0 # v ist
O'“O' 01,0 = —20, = —225 KOk = _Qz%uaka
fir u,v =1,2,3, p # v ist

*
ou0

, — 0,0

X k
= —0u0,+0,0,= —20,0, = =2 E Eku Ok = —2 E Nk
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und fiir 4 = v ist 0,0, — 0,0;, = 0. Es gilt also schliellich

3
F, =—2) N*C(M*M) 'nt,01C*N.

k=1

Die Koeffizienten von *F' rechnet man mit Hilfe der Eigenschaften der o-
Matrizen oder der n-Symbole direkt nach. Exemplarisch gilt etwa

1
() = b ZguﬂVNFVH =0=Fy,

1 1
(*F)OQ = 5 2502;WF/W = §<—F13 + Fgl) = F31 = FOQ,

Qv

denn o30] — 0105 = —2030) = —203 = 0¢05 — 020 und
1 1
(*F)23 = 5 2523WFW = E(Fl)l - Flo) = Fo1 = Fos.
uv
Also gilt tatsédchlich xF = F. OJ

Durch diesen Satz ist gezeigt, dass der Zusammenhang A selbstdual ist.

Gesucht sind also im Folgenden Anderungen an M, die den Zusammenhang,
bzw. die entsprechende Klasse, nicht &ndern. Diese Anderungen werden eine
kanonische Form fiir M liefern, also einen ausgezeichneten Zusammenhang.

Die Forderung (1) an die Matrix M ist, abgesehen von der Invertierbarkeit,
gleichbedeutend mit den Bedingungen

(1a) C*C ist eine reelle Matrix
(1b) B*B ist eine reelle Matrix
(1c) B*C = (B*C)"
Es gilt
M*M = B*B +zC*"Cx — (zC*B + B*Cx),
und da dies fiir alle x € H reell sein soll, folgt mit x = 0 sofort (1b).
Fiir relle z = 7 ist

M*M = B*B + 2*C*C — 2(C*B + B*C),
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woraus Im(C*C') = Im(C*B + B*C') = 0 folgt, also insbesondere (1a).

Fasst man das Bisherige zusammen, so liefert das (z vertauscht mit der reellen

Matrix C*C)

M*M = B*B + |z|*C*C — (zC*B + B*Cxz).

Damit dieser Ausdruck reell ist, muss zC*B + B*Crx = zC*B + B*Cx fiir
alle x gelten. Eine kurze Rechnung zeigt

2C*B + B*Cx = C*B + B*Cx
& #(B*C)* 4+ B*Cx = (B*C) 'z + zB*C
& #((B*C)T — B*C) = ((B*C)" — B*C)x
& ((B*C)T — B*C)z = ((B*C)" — B*C)x,

wobei der letzte Ausdruck nur dann fiir beliebige x erfiillt ist, wenn der
Koeffizient vor x verschwindet, also (1c) gilt (man setze nacheinander die
Werte 1,1, J und K ein)

Es gibt eine Matrix G € Sp(k + 1) mit

o (0
C_Gc_(é,),

wobei ¢ wegen des vollen Rangs von C' invertierbar ist. Dieses G findet
man, da an die (k + 1)* Eintréige von G durch die Forderung der Nullzeile
>, GuCy, =0 fir j =1,...,k und durch die Forderung ), GuGyj = 6;; fiir
i<jii, g =1, k+1gerade k+5(k+1)(k+2) = 1 (k> +5k +2) < (k+ 1)
Bedingungen gestellt sind.

Fiir das so erhaltene C” gilt wegen (1a)

(C")C" = (C)'C" = (GC)*GC = C*G*GC = C*C = R € GL;R

Da R symmetrisch und positiv definit ist, gibt es eine Matrix T € GL;R mit

TTRT = 1. Setzt man
ceer=( L)

so gilt damit

(C")C" = (C")"C" = (C'T)"C'T =TT(C')'C'T = TTRT = 1.
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Schlielich definiert man noch S € Sp(k + 1) durch S = ( (1) (CAS’)* ) und

bekommt schliefSlich die kanonische Form fiir C' durch

OkanZSC":((l) (égf)*)((;)”):<g>'

Definition 6.12. Zu M(x) = B — Cx heifit die durch das obige Verfahren
erhaltene Matriz My, = SGM (x)T mit

0
Mkan<x> = Bkan - ( 1z )

die kanonische Form von M.

Wegen
Bj ., Bian = T B*BT

und

B;iinCran — (BjianChran) " =T B*CT — (T B*CT)"

=T (B*C — (B*C)"T
tibertragen sich die Bedingungen (1b) und (1c) direkt auf die kanonische Form
und liefern noch weitere Einschriankungen in der Wahl der Eintrédge der Matrix
Bian. Setzt man (Byap)ij = bij und (Cran)ij = ¢ij = 0ij+1, so ist (1c) gleich-
bedeutend mit (Bzanckan>ij = (B;anC'kan)ji oder Zgliclj = Zgljcli oder
l !

schliefilich
ijrl,z‘ = bi+1,j fir alle ’l,j = 1, ey k.

B

Insgesamt hat man fiir die kanonische Form Mj,,, die Darstellung

A
Mkan:(é—ﬂ:[’)

mit B und A wie oben. Die Anzahl reeller Parameter ist gesunken auf 4k (aus
A) zuziiglich 41k(k + 1) (aus B), also auf 2k? + 6k. Die Realitétsbedingung

(1b) als Gleichung formuliert lautet B*B = B*B oder mit B;; = b;; dann
(NN + (B*B)yy = (WA)y + (B*B)yj baw. XNy + 32, buibyy = Ahi + 30 by
fir alles,7 =1,..., k.

\ .
Fur By,, bedeutet das Bj,, = ( - )mit B =BT € H*™* und \ € H'¥*.

Die Anzahl der daraus resultierenden reellen Gleichungen ermittelt man
recht einfach, wenn man die Matrixelemente in Komponenten zerlegt. Zuerst
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bemerkt man jedoch, dass die Gleichung fiir i = j keine Bedingung liefert, und
dass sich beim Tausch von 7 und j die Gleichung nicht dndert. Mit \; = Mo,
und b;; = b 40, hat man also

B'B=BB & A“X’+Zb;;blj NINY + Zb"bh oo, =0 fiiri > j. ()

Sortiert man nach 1,07, 0, und o3, so sieht man, dass der Koeffizient vor 1
(das sind alle Summanden mit p = v) verschwindet, und nur die drei anderen
Koeffizienten Gleichungen liefern. Insgesamt sind das $k(k — 1), so dass die
Zahl effektiver Parameter in der Konstruktion der Zusammenhénge auf

2k* + 6k — ;k(k —1) = %k:Z 5k:

gesunken ist. Weiter reduziert wird diese Zahl durch den folgenden

Satz 6.13. Die Transformationen, die einen eichdquivalenten Zusammenhang
liefern und gleichzeitig die kanonische Form von M reprdisentieren, sind genau

die der Form
qg 0
M — ( 0 TT )MT

mit g € Sp(1) und T € O(k).

Beweis. Das diese angegebenen Transformationen eichédquivalente Zusammen-

hénge liefern, ist klar, da ( g ng ) € Sp(k+1) und T € GLiR.

Damit aber auch die kanonische Form bei einer Transformation von M zu

SMT erhalten bleibt, muss S ( g ) = < i ) T gelten. Mit S = (s;;) =

S11 % . 5125y STh41 0 & 1
< . S)heﬂStdas( 3 >—(T_1>,alsoS—T und

s1; = 0 fiir 7 > 2. Nun gilt aber zusétzlich noch S*S = 1, also

S11 0
S11 821, -+ Sk+1,1 S21 1
0 (THT LT '
Sk+1,1

Daraus ergibt sich (T71)'T71 = 1, (T (s21,...,80411)" = 0 und
|s11]% + ZkH |s;1]> = 1, insbesondere T' € O(k), (21, ..., Sg+1.1)' = 0 und
somit s1; = ¢q € Sp(1). Insgesamt hat man also die in dem Satz behauptete
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Form der Transformation erhalten. O

Die Operation der Gruppe H = O(k) x Sp(1),/{(1,1),(—1,—1)} auf der
Untermannigfaltigkeit

, L A
_ k(k+1) _ AT . ..
A {(A,B)E]H | B=B" und <B_M> erfiillt (#)}

von HF*+D) gemiB Satz 4.13 ist frei, und der Quotient ist wegen des Satzes
1 des Anhangs eine Mannigfaltigkeit der Dimension dimA — dimH. Da die
Gruppen O(k) und Sp(1) die Dimension $k(k — 1) bzw. 3 haben, reduziert
sich, wie angekiindigt, die Zahl der freien Parameter in A nochmal um diese
Werte, so dass man schliefllich zu einer Parameterzahl von

1., 15 1
z Zk—Zk(k—1)—3=8k—
21{: + 2k: Qk(k )—3=8k—-3

gelangt.

Durch diese Rechnungen hat man ein Verfahren bekommen, die Instantons
explizit zu berechnen. In der Praxis tauchen allerdings Probleme auf. So
zum Beispiel in der Bestimmung aller Matrizen B, die die gewiinschten
nichtlinearen Gleichungen resultierend aus B*B = B*B erfiillen. Eine Matrix
B, bzw. M, kann man allerdings sofort angeben:

N o M\

bl—:r;

M =
b}c—ZL’

mit \; € R und b; € H. Auch das entsprechende N 148t sich in diesem
Fall leicht berechnen. Dazu bestimmt man die Koeffizienten N, ..., N1 in
Abhéngigkeit von N; aus der Gleichung N*M = 0, bzw.

)\i,1N1+Ni(bi,1—x) =0 furz:2,,k‘+1

Setzt man N; = 1y mit einer Funktion u : H — Sp(1) und einem Normie-
rungsfaktor p, so ist

1 1 A_1(bi—1 — .
LR e LU ) W
P p o |bi — x|
E)2
mit p?2 =1+ > 7 . B Daraus kann man das Potential gemifi A = N*dN
i=119% — T

berechnen. Im Fall v = 1 bekommt man die so genannten t "Hooft k-Instantons
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(vgl. z.B. [Ac], [BCW], [CWS]). Man gelangt auf diese Weise im Fall k& > 1
allerdings nicht zu allen Instantons, was man schon daran erkennt, dass
es hier nur 5k < 8k — 3 freie Parameter gibt. W&hlt man allerdings die
\; nicht reell, so bendtigt man zur Wahrung der Gleichung B*B = B*B
Nebendiagonalelemente in B. Im Fall |B;; — Bj;| > |\ fiir alle 7, j, k kann
man die entsprechenden Potentiale durch t “Hooft-Losungen approximieren

(vgl. [CWS]).

Wendet man sich dem Fall k£ = 1 zu, so liefert der Ansatz

=02

die richtige Zahl Parameter und alle Instantons. Dabei ist A > 0 reell und b
ein Quaternion. A > 0 reicht hier aus, da man im Fall Im\ # 0 zur Matrix

A
( Al 0 > ( A ) iibergehen kann.
0 1 b—x

Eine Losung von N*M = 0 ist dann (u = 1):
1

1
N(x) = - A(b— ) mit p? =1+
P\ s

)\2

|b—af*

Das dazu gehorige Potential A berechnet sich zu

A’u = NlﬁuNl + NQ@MNQ

1.1 1Xb—-2),. 1. (b—2) 1_. (b—ux)
’ O o= =l

PR T
11 1, 10 N N(b-z)_, (b—2x)
B e
1,1 A2 A2 1 (b—2)0,(b— )
PRAVASRN el (a“|b—x|2 T h—ap )
_ Lo X220 —at)  (b—2)0,(b—x)
=i+ (e )
0P N 2000 =) (b—2)0u(b— )
22 P\ b—af b — !
B _/\_2 (b* — ) )\_2 200t —2*)  (b—12)0,(b—x)
oot 2\ p—aft b — !
A2 -
- p2|b — x|t ((bu —2") + (b —2)0,(b — x))
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—)\2 ,
(A1 b —a]?) |b—x|2zn’“’ak -7

Die Giiltigkeit der letzten Gleichung rechnet man direkt nach. Fiir 4 = 0 und
p =1 gilt exemplarisch:

3 3

3
Zﬁ’fﬁk( — ¥ ZZ&WU/C b — x” +Z51k0k b’ — 2°
=1

k=1 v=1
= e13(b® — 2%)0y + £312(V* — 7)oz + (b° — 2°) 0y
=" — 2%, — (® — 2*)os + (b* — 2%) 0
—((0° = 2%) + (b* — 2®)o201 — (b° — 2°)0301) (—01)
— (0" — 2" + (' — 2Y) o1 (—01)
= ((0° = 2% = (b* — 2°)o3 — (b* — 2®)oy — (b' — 2")oy) oy
+ (0" — ")

—— (0" =2+ B )b - a)
( )

und
M ou(b” — ") = (=0u)on( —2*) = =Y 0, (b — 2")
i = —_Im(b—x) :
—((0° = 2°) — (0° — 2%) — Im(b — z))
= —((0" = 2°) + (b — 2)(—00))
= —((0" —2°) + (b —2)0(b — 7))

Was in dieser Darstellung des Instantons sofort auffillt, ist die Singularitét von
Ain x = b. Diese kann allerdings mit Hilfe einer geeigneten Eichtransformation
beseitigt werden. Die entsprechende Transformation lautet

b—=x
b — x|

g(z) =

Fiir die Ableitungen dieser Abbildung gilt

b—x b—x b—x 1
19,9 = ) - 9, (b — b— 2|0, ———
1

P

- 1
(=200 —2) = 50,10 — )
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sowie analog

_ b”—:v
gﬁ/tg 1: Zn,ﬁu“} .

Man berechnet fiir das eichtransformierte Potential dann

A9 = gAg" + 9097
—\ k 1 1
- g()\z - 2P)b— 2 anwak(b —2")g"" + g0.g
k=1

N _ _ _
= mgg H0,9)97 + 90,97

—)\2 .
N p—ap T 9%

b=z
X2+ ]b— x|2g5’#g

= (

—1 k v v
k=1

Insbesondere sieht man, dass das so transformierte Potential im Limes |z| —
oo einer reinen Eichung entspricht. Das heifit A oc gdg™' mit einer SU(2)-
wertigen Funktion g. Von dieser Situation ausgehend zeigt man, dass man das
so gewonnene Potential als lokale Darstellung eines SU(2)-Zusammenhangs
auf einem Biindels iiber S* interpretieren kann, dessen Ubergangsfunktion
g ist. Man berechnet per Integration die Instantonzahl dieses Biindels, etwa
mit der lokalen Darstellung des Yang-Mills-Funktionals. Man erhélt — z.B.

mit Satz 4.11 — )
Fo - —2)? Zk:l nﬁuak
v -

und

—EZS ur(F,, F,)d'e = 48\ da
o e
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Ubereinstimmend mit den geometrischen Uberlegungen zu Beginn dieses
Abschnitts, ergibt sich der Wert

d*z
48\ = 872
i A4<A2+|b—x|2>4 5

(vgl. [Na], [GS]).

6.3 Ausblick

Dass der lokale ADHM-Ansatz wirklich Zusammenhénge gibt, die sich auf
S* erweitern lassen, liefert — unabhiingig von der einfithrenden geometrischen
Betrachtung — der folgende Satz von Uhlenbeck (vgl. [WW]).

Satz 6.14. Sei A eine Lisung der Yang-Mills-Gleichung auf R* mit endlicher
Wirkung fR4 |F4|?. Dann gibt es ein Biindel E iiber S* mit Zusammenhang
D, der (iber die stereographische Projektion) die lokale Darstellung d + A
hat.

Das Ergebnis des in diesem Kapitel ausgearbeiteten Ansatzes ist, wie der Satz
4.10 zeigt, die Berechnung aller Instantons. Zum Beweis des angegebenenn
Satzes sind jedoch Hilfsmittel notwendig, die den Rahmen dieser Arbeit
sprengen wiirden. Die Idee ist das Penrose-Twistor-Programm. Hier wird das
Problem des Losens der Feldgleichungen in eine Problem der algebraischen
Geometrie iibersetzt. Das Resultat fasst man in dem folgenden Satz zusammen
(vgl. — insbesondere zu den Bezeichnungen in 2. — [At], [DV], [WW], [AHS]
oder [AW]).

Satz 6.15. Es gibt eine natiirliche Bijektion zwischen

1. der Menge aller selbstdualen SU(2)-Zusammenhinge iber S* (modulo
Fich- transformationen) und

2. der Menge aller holomorphen Vektorbindel E vom Rang 2 tiber P3C
(modulo Isomorphie) mit:

o [ besitzt eine symplektische Struktur.

e Die Einschrinkung von E zu den reellen Geraden in PsC ist trivial.

Desweiteren liefert, wie in der Einleitung kurz angerissen, die Geometrie des
Modulraums interessante Ergebnisse unter anderem in der Untersuchung der
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Topologie glatter vierdimensionaler Mannigfaltigkeiten (zusammengefasst ist
das in [Do]). So zeigt man, dass der Modulraum M; diffeomorph zu R? ist.
Genauer zeigen die Autoren in [AHS], dass die Gruppe SO(5, 1) der konfor-
men Diffeomorphismen von S* transitiv auf M, operiert, mit Isotropiegruppe
SO(5). Das liefert einen Diffeomorphismus zwischen M; und dem fiinfdimen-
sionalen hyperbolischen Raum SO(5,1),/S0(5). Weitere direkte Rechnungen
liefern auf M; eine Metrik g und einen Koordinatendiffeomorphismus ® mit
(®*g)i; = ¥(|x])d;;, wobei ¢ eine Funktion ist, die nur von der Norm von
r € R® abhiingt. Damit lassen sich fiir (M, g) folgende Aussagen nachweisen
(vel. [GP]).

Satz 6.16. (a) (My,g) ist konform flach.
(b) (My,g) ist radial-symmetrisch, d.h. die Operation von SO(5) auf S*

induziert eine Isometrie auf My, deren Pullback die normale SO(5)-
Operation auf R ist.

(c) (M, g) hat einen endlichen Radius und ein endliches Volumen und der
Rand von M ist dann gerade S*

7 Anhang

Der Anhang enthilt eine Ubersicht verschiedener Begriffe aus der Differenti-
algeometrie und der Topologie, die im vorliegenden Text Verwendung finden.
Er dient nicht der ausfiihrlichen Behandlung dieser Thematik, sondern ist
eher als Erldauterung der Notation gedacht. Dariiberhinaus werden einige
Ergebnisse aus den oben genannten Gebieten aufgefiihrt, auf die im Text
direkt Bezug genommen wird. Dabei handelt es sich insbesondere um Sétze
zur Konstruktion von Biindeln und zu den Eigenschaften charakteristischer
Klassen.

7.1 Grundlagen der Differentialgeometrie

Dieser Abschnitt behandelt insbesondere die Begriffe Liegruppe und Liealge-
bra mit ihren Darstellungen, sowie den Begriff des Faserbiindels. Verzichtet
wird hier auf die Definition der grundlegenden Begriffe wie Mannigfaltig-
keit, Tangentialvektor, Cotangentialvektor, (r, s)-Tensor, k-Form und deren
Zusammenfassung zu Biindeln. Diese werden fiir eine Mannigfaltigkeit M
iiblicherweise mit Tangentialbiindel, 7'M, Cotangentialbiindel, T*M, (r, s)-
Tensorbiindel, 7" M, und Biindel der k-Formen, A*T*M, bezeichnet. Die
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letzten beiden lassen sich zur Algebra 7(M) = @, ,T; M mit dem Ten-
sorprodukt ® und zur graduierten Algebra AT*M = @, A*T*M mit dem
Dachprodukt A zusammenfassen. Niheres dazu findet man z.B. in [KN],

[GHV] Vol.1, [Na], [SW] oder [DFN] Part II.

Wie in der Einleitung schon vereinbart, sind die im Text vorkommenden Man-
nigfaltigkeiten und Biindel jeweils als C'*°-Mannigfaltigkeiten und C'*°-Biindel
zu verstehen. Ebenso sind alle Abbildungen zwischen Mannigfaltigkeiten
als C*°-Abbildungen, also als glatt, vorausgesetzt. Ausnahmen von diesen
Vereinbarungen, sofern sie auftreten, werden ausdriicklich angegeben.

Da die Begriffe Darstellung von Liegruppen und ihrer Algebren und die
Konstruktion von Biindeln in dem gesamten Text eine fundamentale Rolle
spielen, folgt nun eine kurze Einfithrung der Begriffe und eine Diskussion der
Konstruktionsmoglichkeiten. Grundlegende Literatur hierzu ist u.a. [GHV]
Vol.2 oder [BtD].

Eine Liegruppe ist eine Mannigfaltigkeit G, mit einer Gruppenstruktur, derart
dass die Abbildungen

(g:h) = gh=1g(h) =rp(g) und g~ g " =inv(g)

glatt sind.

Die Liealgebra zur Liegruppe G ist definiert als die Menge aller linksinvarianten
Vektorfelder auf G. Das Produkt zweier Elemente A, B € g ist dann fiir
Funktionen f auf G gegeben durch

(A, Blf = A(Bf) = B(AJ).

Dabei heif3t ein Vektorfeld X auf G linksinvariant, wenn das folgende Dia-
gramm kommutiert
(Ig)«

TG TG
X X
G—" . ¢

Die Liealgebra g zur Liegruppe G ist als Vektorraum isomorph zu 7.G. Man
kann also g mit 7.G identifizieren, wenn man das obige Produkt mit Hilfe
des Isomorphismus auf T,.G iibertragt.

Ein Liegruppenhomomorphismus bzw. ein Liealgebrenhomomorphismus, ist
ein glatter Gruppen- bzw. Algebrenhomomorphismus zwischen Liegruppen
bzw. Liealgebren.
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Unter einer Darstellung der Liegruppe G auf der Mannigfaltigkeit M versteht
man eine Abbildung p von G in die Diffeomorphismen von M, mit

p(gh) = p(g)op(h) ~ und  p(e) =id.

Man sagt dann G operiert von links auf M. p ist ein Liegruppenhomomorhis-
mus, und man nennt die Darstellung p, bzw. die Operation von G auf M, frei,
wenn nur p(e) Fixpunkte hat, transitiv, wenn es fiir alle z,y € M stets ein
g € G gibt, so dass p(g)x = y und effektiv, wenn p injektiv ist. Die Operation
heifit eigentlich, wenn sie die folgende Eigenschaft aufweist:

Die Abbildung 6 : G x M — M x M mit (g, z) = (z, p(g)z) ist eigentlich.
Das heifit, die Urbilder kompakter Mengen sind kompakt

Ist G (lokal) kompakt, so ist das dquivalent zu der Bedingung

Fiir z,y € M gibt es Umgebungen U, und U,, so dass die Menge
{9 € G|gU,NU, # 0} (relativ) kompakt in G ist.

Im Zusammenhang damit gilt der folgende Satz.

Satz 1. Operiert die Liegruppe G eigentlich und frei auf der Mannigfaltigkeit
M, dann besitzt der Quotient M /G eine Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass
die Projektion w: M — M /G eine glatte Submersion ist.

Ist die zugrunde liegende Mannigfaltigkeit ein Vektorraum V', so nennt man
p eine lineare Darstellung, falls das Bild von p eine Untergruppe von GL(V)
ist.

Eine lineare Darstellung der Liealgebra g ist ein Liealgebrenhomomorphismus
o : g — gl(V). Insbesondere gilt also o([A, B]) = [0(A),c(B)], wobei die

rechte Seite der gewohnliche Kommutator linearer Abbildungen ist.

Die lineare Darstellung p : G — GL(V) induziert eine lineare Darstellung
p« : 8 — gl(V). Diese ist durch das Differential von p gegeben und heifit die
zu p adjungierte Darstellung.

Beispiele.
1. Fiir g € G wird der Automorphismus h + ghg™" = aut,(h) durch die
Darstellung aut : G — Dif f(G) von G auf sich selbst, mit g — aut,,

vermittelt. Ebenso entsprechen die Links- und Rechtrtranslationen [,
und r, den Darstellungen [ und r von G auf sich.
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2. aut liefert eine lineare Darstellung Ad von G auf g. Diese ist definiert
durch Ad : G — GL(g) mit Ad;A = (aut,),A fir A € g.

3. Ad liefert weiter eine lineare Darstellung ad von g auf sich selbst. Es
gilt ad : g — ¢l(g) mit adsB = Ad,A(B) = [A, B] fir B € g.

Im Falle der Matrixgruppen gilt aut,h = ghg™", AdyA = gAg™" und adsB =
AB — BA. Ad bzw. ad nennt man die adjungierten Darstellungen von G bzw.
g.

Sind p und o Darstellungen von G auf den Vektorrdumen V und W, so
induzieren diese weitere Darstellungen auf aus V' und W konstruierten Vek-
torrdumen. Dabei seien p(g) und o(g) die Matrizen beziiglich Basen {vy, ..., v, }
und {wy, ..., Wy} von V und W.

4. p*: G — GL(V*) mit p*(g) = (p(g)")~". Diese ist iiber (p*(9))(p(9)v)
= p(v) fir alle g € G, v € V und ¢ € V* definiert. Ist {¢;} die zu
{v;} duale Basis von V*, so heifit das némlich (p*(g)¢:)(p(9)v;) = 6i;

oder 05 = 3y (@ wiorp(9un = 3 (g Jip(g)y = (p7(9)" plg))y; also
p*(9) = (p(g)")~! fiir alle g € G. Die zu p* adjungierte Darstellung

ergibt sich dann zu p*(A) = —p,(A)" fiir A € g.
Auf analoge Weise bekommt man weiter:

:G — GL(VeW) mit p®(g
Darstellung zu p® ist durch pf

(v+w) = p(g)v+0o(g)w. Die adjungierte
J(v+w) = pe(A)v + 0. (A)w gegeben.

)

J(A
6. p°: G — GL(V @ W) mit p?(g)(v @ w) = p(g)v ® o(g)w. Die zu p®
adjungierten Darstellung ist p®(A)(v @ w) = p.(A)v @ w4+ v ® 0. (A)w.

Durch den Isomorphismus V @ V* = End(V) = gl(V') ist mit Hilfe von 4.
und 6. eine Darstellung von G auf End(V') gegeben durch:

7. p: G — GL(End(V)) mit p(g)® = p(g9)Pp(g)~" = Ad,,®. Die zu
p adjungierte Darstellung berechnet sich zu p,(A4)® = [p*(A) Q| =
adp*(A)(I).

Anwendung finden diese Darstellungen in der Konstruktion von Faserbiin-
deln. Dabei ist ein Faserbiindel E ein Tupel E(M,w, F'), bestehend aus einer
Mannigfaltigkeit F', der Standardfaser, einer Mannigfaltigkeit M, der Basis,
einer Mannigfaltigkeit £/, dem Totalraum, und einer surjektiven Abbildung
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7 : E — M. Zusitzlich gibt es noch eine offene Uberdeckung {U,} und eine
Familie von Diffeomorphismen {¢,} mit

Vo :m H(Uy) = Uy x F und 7o, (x,v) = .

Man schreibt auch ¢, : 7 '(z) = F mit ¢, (v) = ¢ ' (z,v). Die Uber-
gangsfunktionen

Gop : Ua MU = Dif f(F) mit  gap(2)v = Qa0 05, (v)

verkleben zwei Karten U, und Usz. E, = 7~ !(z) nennt man die Faser iiber
x € M. Ein Faserbiindel mit Strukturgruppe G ist ein Faserbiindel, dessen
Ubergangsfunktionen 9o Uy NUz — G die Werte in der Liegruppe G
annehmen, und iiber eine Darstellung p auf F' wirken. Es gilt also ¢, o

5 (2,0) = (2,00 gap(z)V)-

Zwei spezielle Typen von Biindeln, die zu den Grundbegriffen des vorliegenden
Textes gehoren, sind die Folgenden. Ein Vektorbiindel ist ein Faserbiindel
E(M,n,V), dessen Standardfaser V' ein Vektorraum ist, und es gilt:

Die Faser E, = 7~ !(z) ist fiir jedes x € M ein Vektorraum und der
Diffeomorphismus ¢, : 7 !(x) — V ist ein linearer Isomorphismus

Die Ubergangsfunktionen nehmen dann die Werte in GL(V) an. Analog
zu oben definiert man ein G-Vektorbiindel mit Hilfe einer einer linearen
Darstellung von G auf V.

Ein Prinzipalbiindel P(M, 7, ) ist ein Faserbiindel, dessen Standardfaser eine
Liegruppe G ist, und dessen Ubergangsfunktionen ihre Werte in G annehmen.
Die Darstellung von G auf G ist dabei die Linkstranslation. Es gilt also
©q O gpgl(x, h) = (z, gap(z)h) fir x € M und h € G. AuBlerdem gibt es auf P
eine Rechtsoperation von G, die mit den Karten vertraglich ist. Das heif3t,
es gibt eine Abbildung R : P x G — P mit Rg,p = Ry, o Ryp fiir alle p € P,
g,h € G. Man schreibt dabei R(p, g) = Ryp und es gilt

Pan(hg) = Ryp, L (h) fiir allex € M und g, h € G.

Zur Konstruktion von Biindeln sind die folgenden Sé&tze hilfreich, deren
Beweise man z.B. in [GHV] findet.

Satz 2. M und F' seien Mannigfaltigkeiten und E sei eine Menge. Es gebe
eine surjektive Abbildung m : E — M, so dass die folgenden Figenschaften
erfillt sind.

100



(a) Es gibt eine offene Uberdeckung {U,} von M und eine Familie von
bijektiven Abbildungen

o : T H(Uy) = Uy X F.

(b) Fiir alle x € U, und y € F ist mo o (z,y) = x.

(¢) Die Abbildungen pop : UoNUp X F — Uy NUg X F mit ©ap = 0o 05"
sind Diffeomorphismen.

Dann gibt es auf E genau eine Mannigfaltigkeitsstruktur, so dass E(M,x, F)
ein Faserbiindel mit Bindelkarten {(Us, ¢q)} ist.

Speziell auf die Konstruktion von Vektorbiindeln bezieht sich der folgende

Satz 3. M sei eine Mannigfaltigkeit und V' ein Vektorraum. Zu jedem x € M
gebe es einen Vektorraum E,. E = |, E. sei die disjunkte Vereinigung die-
ser Vektorraume und w : E — M die natirliche Projektion. Auflerdem gebe es
eine offene Uberdeckung {U,} von M zusammen mit linearen Isomorphismen
Vot By =V derart, dass die Abbildungen

9ap : Ua NUs = GL(V)  mit  gap(z) = Yoz 0 @Z)ﬁ_,;

glatt sind. Dann gibt es auf E eine eindeutige Mannigfaltigkeitsstruktur, so
dass E(M,m, V') ein Vektorbindel mit Bindelkarten {(Uy, )} ist.

Aus zwei Vektorbiindeln E(M,r,V) und F(M, 7', W) mit Ubergangsfunk-
tionen go3 bzw. heskann man mit Hilfe der obigen Sétze in naheliegender
Weise neue Biindel konstruieren. So etwa das zu E duale Biindel £*, die
Whitneysumme E @ F, das Tensorbiindel £ ® F', das duflere Produkt £ A F
und das Homomorphismenbiindel Hom(FE, F') mit dem Spezialfall End(E).
Die Standardfasern und auch die Fasern der jeweiligen Biindel entsprechen den
Fasern der an der Konstruktion beteiligten Biindel nach Anwendung der an-
gedeuteten Operationen. So ist z.B. (E*), = (F,)" und End(E), = End(E,)
und die Standardfaser von F ® F ist V@ W.

Als Ubergangsfunktionen der Biindel ergeben sich die Ubergangsfunktionen
von F und F' in der entsprechenden assoziierten Darstellung, das heif3t fiir
das Endomorphismenbiindel z.B. (z,®) — (z, gus(2)Pgas(z) ') mit (z, P) €
Ua NUg x End(V) und fiir das duale Biindel (z,v) = (z, (gag(z) ") 'v) mit
(x,v) € Uy NUz x V*.
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7.2 Grundlagen der Topologie

Dieser zweite Teil des Anhangs behandelt einige topologische Begriffe. Ins-
besondere der Begriff der charakteristischen Klassen in Verbindung mit der
Charakterisierung der Isomorphieklassen von Vektorbiindeln wird hier kurz
erldutert. Fiir eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M ist QF = T'(A*T*M).
Betrachtet man den DeRham-Komplex

d ~p1 d d d
LS QLA o Sk S

so nennt man die Elemente aus Z* = {w cOF dw = 0} die k-Cozykel und die
Elemente aus B¥ = {w € Q% 3r € Q"' : dr = w} die k-Coréinder. Man sieht,
dass wegen d? = 0 stets B¥ C Z* ist. Die k-te deRham-Cohomologieklasse
von M ist definiert als der Quotient von Z* und B* und man schreibt

H*(M,R) = Z* /B*.
H*(M, R ist ein reeller Vektorraum. Die Summe H*(M,R) = @, H*(M,R)
wird durch das folgende Produkt zu einem Ring:
HY(M,R) x H'(M,R) > ([], [9]) = [W][Y] = [w A 9] € H*(M,R).
Man nennt
V' = dimg H*(M, R)

die k-te Bettizahl von M. Falls alle Bettizahlen endlich sind, definiert man
die Eulercharakteristik von M durch

n

X(M) = (1)

1=0

R falls k=0,n

Beispiel: Fiir die n-Sphire S ist H*(S", R) = { 0 sonst

Ist M eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit, so gibt es ein Produkt
(.,.): H¥(M,R) x H" *(M,R) — R mit

([w], [9]) = /w A

Dieses Produkt ist bilinear und nicht entartet. Somit sind H*(M,R) und
H"*(M,R) isomorph, und man spricht von der Poincaré-Dualitét.

Beschréankt man sich auf Mannigfaltigkeiten der Dimension n = 2m, so liefert
die Poincaré-Dualitéit eine nichtentartete Bilinearform 7 auf H™ (M, R) mit
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7(w],[9]) = [;;w A Y. Ist die Dimension von M teilbar durch 4, so ist 7
symmetrisch. Man bezeichnet dann mit b* bzw. b~ die Anzahl der positiven
bzw. negativen Eigenwerte einer 7 beschreibenden Matrix und

o(M)=0b"—b"

nennt man die Signatur von M. Eine explizite Formel zur Berechnung von o
ergibt sich im Zusammenhang mit den charakteristischen Klassen.

Bemerkung. In den obigen Konstruktionen der deRham- Cohomologie kann
man den Kérper R durch C ersetzen. Man erhélt dann die C-Vektorraume
HY(M,C) = H*(M, R®C). Es gilt auch hier b* = b"* mit v* = dimegH*(M, C)
fiir kompakte orientierte Mannigfaltigkeiten M

Im Folgenden sei E(M,r,C", GL,C) ein komplexes Vektorbiindel vom Rang
r iiber der n-dimensionalen Mannigfaltigkeit M. Die totale Chernklasse von
E ist ein Element

¢(E) € H*(M,R).

Explizit ist es mit Hilfe eines Zusammenhangs D auf E und der zugehorigen
lokalen Kriimmungsform F' durch

(B, D) = det(1 + %F)

gegeben. ¢(E, D) ist eine formale Summe aus lokalen Formen auf M mit
Werten in C. Da ¢(F, D) unabhéngig von der gew#hlten Karte ist, det(1 +
ﬁF) = det(1 + %gFg_l) fir g € G, liefert das ein Element aus Q*(M, C) =
@p(QF ® C€). Man zeigt, dass die zu c¢(FE, D) gehorige Cohomologieklasse
unabhéngig von der Wahl des Zusammenhangs auf E ist. Wahlt man speziell
einen U (r)-Zusammenhang, so ist F* = —F und es gilt ¢(E, D) = ¢(E, D).
Somit ist also
c¢(E)=lc(E,D)] € H"(M,R).

Man schreibt ¢(E) =1+ ¢1(E) + c2(E) + ... mit ¢;(E) € H*(M,R). Es gilt
z.B. ¢1(E) = 5=Spur(F), ¢o(E) = g5 (Spur(F A F) — Spur(F) A Spur(F))

™

und ¢, = ()" det(F).

Dabei ist die Gleichheit im Sinne eines lokalen Reprasentanten zu verstehen.
Man sieht sofort, dass ¢;(£) = 0 falls j > r oder 2j > n.

Die Chernklassen haben die folgenden Eigenschaften:

1. ¢(E) =Y, ¢i(F) mit ¢o(E) =1 und ¢;(E) € H*(M,Z) fir i > 1.
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2. Ist N eine weitere Mannigfaltigkeit und F' eine Abbildung von N nach
M, so gilt fiir das zuriickgeholte Biindel ¢(f*E) = f*c(E).

3. Fiir zwei Biindel Ey und Es tiber M gilt ¢(Ey @ Ey) = c¢(Ey)c(E»).

4. Fiir das kanonische Geradenbiindel Liiber P,C ist ¢(L) = 1 + a mit
einem Erzeuger a von H*(P,C,Z)

5. ¢(T) =1 fiir das triviale Biindel T
6. Fiir das zu E duale Biindel E* gilt ¢;(E*) = (—=1)/¢;(E).
7. Fir zwei isomorphe Biindel Fy und Es ist ¢(E,) = ¢(Es).

8. Sind L; und L, komplexe Geradenbiindel iiber M, so ist ¢;(L; ® Ly) =
Cl(Ll) + Cl(L2>.

Bemerkung. Die Eigenschaften 1. bis 4. dienen zur axiomatischen Einfiihrung
der Chernklassen (vgl. z.B. [Hi], [BT] oder [GH]).

Es gilt dariiberhinaus noch das Spaltungsprinzip: Um eine Polynom-
Identitat in den Chernklassen zu beweisen, reicht es aus, dies unter der
Annahme zu tun, die beteiligten Biindel seien Summen von Geradenbiindeln.

Im Zusammenhang mit den Chernklassen gilt der folgende Satz (vgl. [St] oder
[DFN] Part I1).

Satz 4. Zwei SU(2)-Biindel iiber S* sind genau dann isomorph, wenn ihre
zweiten Chernklassen tibereinstimmen.

Fiir die Chernklasse eines Biindels E des im Satz angegebenen Typs, also eines
SU (2)-Biindels iiber S*, gilt wegen ¢;(E) = Spur(F) = 0 fiir die su(2)-wertige
2-Form F

c(E)=1+c(F).

In Verbindung mit reellen Vektorbiindeln E (M, 7, R,GL,R) gibt es ebenfalls
charakteristische Klassen. Sie heiflen Pontrijaginklassen, und sind lokal tiber
die Kriitmmung F' eines Zusammenhangs D auf E definiert durch

~ 1
p(FE,D) = det(14+ —F).
2T
Diese Definition ist wieder unabhéngig von der Wahl der Trivialisierung,
und die Cohomologieklasse p(E) = [p(F, D)] ist unabhéingig vom gewé#hlten

Zusammenhang. Fiir einen O(r)-Zusammenhang ist F' = —F T und det(1 +
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5+ F) = det(1 — 5=F). Deshalb ist p ein gerades Polynom in F, und man
schreibt ) ) .
P(E) =14+ pi(E) +po(E) + ...
mit p;(E) € HY(M,R). Es gilt z.B. p(F) = — o= Spur(F A F) und pg(]::]) =
(5=)" det(F) falls r gerade ist. Auch hier sicht man sofort p;(E) = 0 fiir
2j > r oder 45 > n. Die Pontrijaginklassen haben &hnliche Eigenschaften
wie die Chernklassen. Interessant ist die Beziehung zwischen Chern- und
Pontrijaginklassen. Dazu sei E€ das komplexifizierte Biindel zu E. E® ist ein
komplexes Vektorbiindel vom Rang r. Dann gilt

pi(E) = (=1Y ey (E®).
Umgekehrt sei Eein komplexes Vektorbiindel vom Rang 7 und Egsei £
interpretiert als reelles Vektorbiindel vom Rang 2r. Dann gilt B & F @ E =

E @& E* und man setzt p;(E) = p;(Er) = (—1)7cy;(EL). Damit ist wegen
c(EE) = ¢(E)c(E*) schlieBlich

p;(E) = ZA(—l)lck(E)cl(E) 2B. pi(E) = c1(E)? — 2¢5(E).

Als Pontrijaginklasse einer Mannigfaltigkeit M bezeichnet man diejenige des
Tangentialsbiindel, also p(M) = p(T'M). Sei M eine orientierte, Riemannsche
Mannigfaltigkeit der Dimension 2m, mit Tangentialbiindel T'M mit Struk-
turgruppe SO(2m). Dann ist die Eulerklasse e(M) von M definiert als die
formale Quadratwurzel aus p,,(M):

e(M)e(M) = pm(M).

Das Vorzeichen ist entsprechend der Orientierung zu wéhlen. So definiert ist
e(M) eine 2m-Form auf M und es gilt der Satz von GauB-Bonnet-Chern.

Satz 5. Ist M eine kompakte, orientierte Mannigfaltigkeit, so gilt fir die
Eulercharakteristik von M :

00 = [ e,
M
Im Falle ungerader Dimension verschwinden beide Seiten dieser Gleichung.

Auflerdem gilt ebenfalls die folgende Identitét (vgl [BT] , [Hi] oder [Fr] ):

Satz 6. Ist M eine kompakte, orientierte, Riemannsche Mannigfaltigkeit der
Dimension 4, so gilt fiir die Signatur von M

o) =3 [ mln) =5 [ spurtP Py = g [ -,
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Dabei sind die Bezeichnungen aus Kapitel 4.1 fiir den Weyltensor {ibernommen
worden.

Beispiel: Im Fall der 4-Sphire gilt o(S%) = 0, denn es gilt W = 0 (vgl.
Kapitel 4.1).
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