NUTZLICHE EIGENSCHAFTEN VON
MOBIUSTRANSFORMATIONEN

FRANK KLINKER

ZUSAMMENFASSUNG. Wir listen hier einige Eigenschaften von Mébiustransfor-
mationen auf, die in Verbindung mit der Geometrie der hyperbolischen Ebene
niitzlich sein kénnen.

1. DIE DEFINITION DER MOBIUSTRANSFORMATION

Es sei

GLyC = {A: (‘CL Z) ’ detA:ad—bc;éO} c MatyC

die Gruppe der invertierbaren komplexen 2 x 2-Matrizen.

Zu A= (¢ b heifit die Abbildung 74 mit der Abbildungsvorschrift
c d

az+b
cz+d

TA(2) =

eine Mobiustransformation.

2. STRUKTURELLE EIGENSCHAFTEN DER MOBIUSTRANSFORMATIONEN

(1) Der Definitions- und Wertebereich der Mobiustransformation 74 ist
e D=Cund W = C falls ¢ = 0,
o D=C\{=2} und W = C\{2}, falls ¢ # 0.
(2) Fiir die Hintereinanderausfithrung zweier Mobiustransformationen gilt
TACTB = TAB,
zumindest dort, wo die Abbildungen definiert sind.

(3) Die Mobiustransformationen bilden eine Gruppe 9% und die Abbildung 7 :
GLyC — 9 mit T (A) := 74 ist ein Gruppenhomomorphismus.

(4) Esist ker 7 = {¢ 1| € C*}. Deshalb ist genau dann 74 = 75, wenn A = nB
fiir eine Zahl n e C*.
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(5) Man kann zu A € GLyC eine Matrix A mit einfacher Gestalt angeben, sodass

T = Tgl. Dazu wiahle man zu A = a b die Matrix A — d —=b .
! c d —c a

(6) Fiir eine Mobiustransformation 74 € 9 mit A = ((CL Z) sei A(A) :=

(a +d)? — 4det(A). Dann gilt:
o Ist A(A) # 0 und ¢ # 0, dann hat 74 genau zwei Fixpunkte.
o Ist entweder A(A) = 0 oder ¢ = 0, so hat 74 genau einen Fixpunkt.
e In allen anderen Féllen ist 74 = id — falls b = 0 — oder es gibt keinen
Fixpunkt — falls b # 0.

(7) Jedes 74 € 9 kann man als Komposition spezieller Mobiustransformationen
der Form
1
e =2 T e T =l

darstellen.

3. ABBILDUNGSEIGENSCHAFTEN VON MOBIUSTRANSFORMATIONEN

Notation: Als verallgemeinerte Kreise bezeichnet man in der komplexen Ebene
die Menge der Kreise und Geraden.

(8) Man kann 74 € 9 als Abbildung von € U {0} in sich interpretieren. Dazu
definiert man

TA(_Td) =00 und 74(0) =% fallsc#0

7(0) = o falls ¢ = 0

In diesem Sinne sind die Geraden genau die verallgemeinerten Kreise, die
den Punkt oo enthalten.

(9) 74 € M bildet verallgemeinerte Kreise im Definitionsbereich auf verallge-
meinerte Kreise im Wertebereich ab. Genauer gilt

e Kreise, die durch —%l verlaufen, werden auf Geraden abgebildet, die
nicht durch ¢ verlaufen

e Kreise, die nicht durch —% verlaufen, werden auf Kreise abgebildet, die
nicht durch ¢ verlaufen

e Geraden, die durch —% verlaufen, werden auf Geraden abgebildet, die
durch £ verlaufen

e Geraden, die nicht durch —% verlaufen, werden auf Kreise abgebildet,
die durch % verlaufen

(10) Schneiden sich zwei verallgemeinerte Kreise, so schneiden sich ihre Bilder
unter einer Mébiustransformation mit dem gleichen Schnittwinkel.
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(11) Das Doppelverhdltnis vier unterschiedlicher komplexer Zahlen z, 21, 22, 23
ist definiert durch

20 — k1 <2 — Z3
DV(207217Z27Z3) = :

Z0 — k3 22 — 21 '
Das Doppelverhéltnis liasst sich auch geeignet definieren, wenn z; = o0, oder,
wenn zwei Zahlen iibereinstimmen.
(12) Die Abbildung 7 mit
7(2) := DV (z, 21, 22, 23)

ist eine Mébiustransformation mit 7(z1) = 0, 7(22) = 1 und 7(z3) = 0.

(13) Ist 7 € M mit 7(z;) = w; fiir i = 1,2, 3, so ist
DV (z,z1,29,23) = DV (7(2), w1, wa, ws) .

D. h. das Doppelverhéltnis ist invariant unter Mobiustransformationen.

(14) mit dem Doppelverhéltnis kann man eine explizite Formel fiir 7 € 9% zu
drei vorgegebenen Wertepaaren herleiten: Sind (z1, w1), (22, w2) und (23, ws)
gegeben, dann gibt es genau eine Mobiustransformation, die 7(z;) = w;
erfiillt.

4. HALBEBENE UND EINHEITSKREISSCHEIBE

(15) Sei H := {z € C|Im(z) > 0} die obere Halbebene und E := By(1) die
offene Einheitskreisscheibe. Dann bildet o € 9 mit
z—1

a<z>:z+i

z+1
z—1

H bijektiv auf E ab und es gilt 0~ 1(z) = —i

(16) Eine schone Ubung ist die Bestimmung der Bilder unter o von
E, B%(O), {z € C|Im(z) > 0,Re(z) > 0},
{ze C|Im(z) =0}, {zeC|Re(z)=0}.

(17) Sei 74 € M. Ist TA(R\{=4}) = R falls ¢ # 0 oder 74(R) = R falls ¢ = 0
dann gibt es eine komplexe Zahl ¢ € C*, sodass (A eine reelle Matrix ist.

a b
(18) Ist A = (c d
ze Cfalls c=0:

reell, so gilt fiir alle z € C\{=4} falls ¢ # 0 oder fiir alle

det(A)

Im(7a(2)) = m

Im(z).
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Daraus folgt:
TA(H) = H < 3( € C* : (A ist reell und det(CA) > 0.

(19) Mit Hilfe der speziellen Mobiustransformation o(z) = = folgert man

zZ+1

nun:

SR

TA(E)=FE < 3(eC*: CA=< a

l_)> und det(CA) > 0.

(20) Man kann die Mobiustransformationen 7 € 9t mit 7(F) = E auch wie folgt

darstellen:
it~ 0
= . teR <1.
T(Z) € 2'_(]2—1’ 7‘20’

5. DIE OBERE HALBEBENE ALS HYPERBOLISCHE EBENE

(21) Die obere Halbebene H = {z € C |Im(z) > 0} ist mit der Metrik
Lo I N2 o
9:(0, @) = (Im(z)) v

eine Riemannsche Mannigfaltigkeit. Eine globale Karte ist durch die reelle
Beschreibung H = {(ml, 1) € R?|xgy > O} gegeben. Beziiglich dieser Karte
hat die Metrik g die Darstellung g;;(x1, z2) = m—géij.

2

(22) Beziiglich der globalen Karte von H ist fiir a,b € R
T(g(ll) (.%1, xg) = (aml, CLQ?Q)
7’((1)11;) (l‘l, xg) = (SU1 + b, $2)

1

—_— (21, —x
x%%—x%( )

7oy (T1,72) =

und damit

D(rl’z2)7—(a0) =al

01

Dorann =1

1 x2— a2 —2xi19
D — 2 1
(3317172)7—((1)(1)) (LE% + x%)2 ( 2371.7;2 x% — x%

(23) Fiir alle reellen Mobiustransformationen 74 gilt

(atrna) ),

L2

(D(xlym)TA)TD(m:xQ)TA - (

(24) Es seien z,w € H. Weiter sei ¢ : [0,¢] — H mit ¢(0) = z,¢(f) = w eine
Beschreibung des verallgemeinerten Kreises, der die beiden Punkte in H



(25)

MOBIUSTRANSFORMATIONEN 5

verbindet. Dann heif3t

{
L) = | (o (@0, @)

der verallgemeinerte Abstand der Punkte z und w.
Der verallgemeinerte Abstand ist invariant unter reellen Mobiustransfor-
mationen. Das heif3t, ist 74 eine reelle Mobiustransformationen, dann gilt

L(z,w) = L(TA(2), Ta(w)) .
Hinweis: Ist 74 eine reelle Mobiustransformation und a,w und ¢ : [0, (] — H

wie oben, dann ist ¢ = 74 0 ¢ : [0,¢] — H eine Beschreibung des verallge-
meinerten Kreises ist, der 74(z) und 74(w) verbindet.

Die Abbildung d : H x H — R>" mit
d(z,w) := ln(’z_w| i |z—w|>

|z —w| -2 — wl
ist invariant unter reellen Mobiustransformationen. Das heifit, ist 74 eine
reelle Mobiustransformation, dann ist

d(z,w) = d(TA(Z), TA(w)) )

Fiir alle z,w € H ist

L(z,w) =d(z,w)
Hinweis: Es reicht, diese Identitdt fiir Punkte z und w zu zeigen, die auf
der positiven imagindren Achse liegen.
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