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1 LOKALE KURVENTHEORIE 3

1 Lokale Kurventheorie

1.1 Parametrisierte Kurven

Definition 1.1. Eine parametrisierte Kurve ist eine Abbildung ¢: I — R"
die auf einem Intervall I C R definiert ist.

Bezeichnung 1.2. e Ist n = 2, dann nennen wir ¢ auch eine ebene
Kurve, und ist n = 3, dann Raumkurve.

e Wenn wir von Differenzierbarkeit der Kurve ¢ sprechen, dann bezieht
sich das, falls das Intervall nicht offen ist, auf innere Punkte.

e Wenn wir nichts anderes sagen, dann sind unsere Kurven im Folgenden
glatt.

Definition/Bemerkung 1.3. 1. Es sei c: I — R” eine parametrisierte
Kurve. Fiir ¢ty € I heiit ¢(tp) € R™ der Geschwindigkeitsvektor oder
der Tangentialvektor an c in ty.

2. Die Abbildung ¢’ : I — R™ nennen wir Geschwindigkeitsfeld oder kiirzer
Geschwindigkeit der Kurve.

3. Wenn wir explizit das Bild der parametrisierten Kurve ¢ : I — R,
also Sp(c) := ¢(I) C R™ betrachten, so sprechen wir von der Spur der
Kurve oder dem Bild der Kurve c. Insbesondere kénnen verschiedene
parametrisierte Kurven das gleiche Bild haben.

4. Betrachten wir nur das Bild einer parametrisierten Kurve als Objekt, so
sprechen wir auch von einer unparametrisierten Kurve. Wenn allerdings
keine Verwechslung zu befiirchten ist, so sprechen wir sowohl bei einer
parametrisierten als auch bei einer unparametrisierten Kurve kurz von
einer Kurve.

Beispiel 1.4. Der punktierte Einheitskreis S'\ {(1,0)} C R? ist eine unpara-
metrisierte Kurve. Er ist das Bild der folgenden parametrisierten Kurven:

c:]0,27[ — R* mit c(t ==<Z§f8;> ’

)
t?—1
&R%R2mn6@:<mﬁ,

an

| > Ey cos(m tanh(t))
‘R—>R tc(t) (sin(wtanh(f))>'
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 4

Definition 1.5. Es sei ¢: I — R” eine parametrisierte Kurve und ¢y € I.

e ¢ heiflt regulir in to, wenn ¢ (tg) # 0; ¢ heifit regulir, wenn ¢/(t) # 0
fiir alle ¢t € I.

o Ist d/(tg) = 0, so heift ¢ singuldir in ty, und der Parameterwert ¢y heifit
singuldrer Wert.

Definition/Bemerkung 1.6. 1. Esseienc: - R"und ¢: J — R”
zwei parametrisierte Kurven, die durch eine glatte Abbildung ¢ : J — [
geméf

c=cog

verbunden sind. Dann heifit ¢ eine Umparametrisierung von ¢ und ¢
der Parameterwechsel.

2. Ist ¢ surjektiv, dann stimmen ¢ und ¢ als unparametrisierte Kurven
itberein, d. h. es gilt Sp(c) = Sp(¢). Im Allgemeinen gilt lediglich
Sp(e) € Sp(c).

3. Ist ¢ bijektiv, dann ist ¢ insbesondere injektiv und es gilt ¢’ > 0 oder
¢’ <0 auf ganz J.

4. TIst c regulir, dann ist ¢ genau dann ebenfalls reguléir, wenn ¢’ # 0, also
¢’ > 0 oder ¢' < 0 auf ganz J. Bijektive Parameterwechsel mit ¢’ # 0
heilen auch reguldre Parameterwechsel.

5. Ist ¢’ > 0, so heifit der Parameterwechsel positiv oder orientierungs-
erhaltend. Ist ¢’ < 0, so heifit er negativ oder orientierungsumkehrend.
Z. B. dndert fir I = [a,b] der Parameterwechsel ¢ : I — I mit
¢(t) = a — (t — b) den Durchlaufsinn der Kurve.

Beispiel 1.7. Es sei ¢ : R — 0, 27| mit ¢(¢) = 2arctan(¢) + 7. Dann gilt
é(t) = c(o(t)) fiir die Kurven aus Beispiel 1.4.
Verabredung. Wenn wir ab jetzt von Parameterwechseln sprechen, so sind

damit stets reguldre Parameterwechsel gemeint.

Definition 1.8. Sei ¢ : I — R" eine reguldre Kurve und ty € I. Die
Bogenlinge von c ist definiert durch die Funktion s : I — R mit

st = [ N@ldr = [ \fiemr -+

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 5

Bemerkung 1.9. e Zwei Bogenldngenfunktionen zu verschiedenen Start-
parametern unterscheiden sich durch eine Konstante. Wenn diese Kon-
stante fiir eine Aussage unerheblich ist, so schreiben wir auch s(t) statt

Sto (t) .

e s: I — R" ist differenzierbar mit s'(t) = ||¢/(¢)|| > 0 und daher ein
positiver Parameterwechsel.

Bemerkung 1.10. Es sei ¢: I = [a,b] — R" eine parametrisierte Kurve mit
Bogenldngenparameter s, fiir ¢y € I. Aus der Definition folgt unmittelbar,
dass sy, (t) < 0 fiir t € [a,to[ und s¢,(t) > 0 t € Jto, b]. Die Begriindung des
geometrischen Namens fiir s;, liefert die folgende Feststellung:

Der Betrag von sy, (t) entspricht der geometrischen Linge ¢ der Kurve c|j; 4
falls t < to bzw. c|y, ¢ falls t > to. Insbesondere gilt dann

U(c) = L(cliany) + Llclitop) = Sto(b) — st0(a) -

Zur Begriindung sei Z = {tg,t1,...t, := t} eine Zerlegung von [tg,t] und
es bezeichne ¢;(c, Z) die Lénge der Strecke, die ¢(t;) und ¢(t;+1) verbindet,
siehe Abbildung 1. Wir berechnen nun die Liange des gesamten so definierten
Streckenzugs und definieren

k—1
Ue, 2) = Lilc,Z).
i=0
k—1 k=1
Dann ist £(c.2) = > |le(tiv1) — ()| = D2 ¢ ()] (tir1 — t;) fiir geeignete
i=0 i=0

Zwischenstellen £; € [t;, t;11].

Abbildung 1: Bogenlinge einer Kurve

c(t1) c(tr) = c(t)

c(to)

Fiir die Lénge der Kurve ¢ auf dem Intervall [to, t] folgt schlieBlich

t
E(C‘[to t]) = sup {l(c, Z) | Z ist Zerlegung von [to,t]} = [ || (7)||dT = s4,(t).
) to

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 6

Satz 1.11. Es sei c: I — R" eine requlire Kurve. Dann ldsst sich ¢ durch
einen positiven Parameterwechsel so umparametrisieren, dass der Geschwin-
digkeitsvektor in jedem Punkt die Ldnge 1 hat. Dieser Parameterwechsel ist
eindeutig bis auf Translation, d. h. sind ¢ und (;AS zwei Parameterwechsel mit

dieser Eigenschaft, dann gibt es ein k € R, sodass ¢(t) = ¢(t) + k fiir alle t.

Definition 1.12. Eine Kurve ¢: I — R™ mit ||/(¢)|| = 1 fiir alle ¢ € I heifit
auf Bogenldnge parametrisiert.

Satz 1.13. Die Bogenlinge einer Kurve ist invariant unter Bewegungen.
D. h. fiir eine Bewegung ®(x) = Ax + b des R™ ist s(t) = §(t), wenn s die
Bogenlinge zu ¢ und § diejenige zu ¢ ;= ® o c ist.

cos(wt)

Beispiel 1.14. 1. Es sei ¢ : R — R? mit c(t) = <sin(wt)

) . Dann ist

so(t) = wt, also ¢ := 55 : R — R mit ¢(7) = Z. Die Bogenldngenpara-

cos(T)> |

metrisierung von c ist damit é = co ¢ : R — R? mit &(7) = <

sin()
R cos(wt)
2. Essei c: R — R? mit ¢(t) = | Rsin(wt) | eine Heliz oder Schraubenli-
ht

nie, siehe Abbildung 2.
Abbildung 2: Schraubenlinie / Helix

>
~

]
Z y

< ]

Dann ist ||¢/(¢)]|? = R?w? + h? =: R?w3, also so(t) = Rwot und ¢ :=

N 'R — R mit ¢(7) = T - Die Bogenlédngenparametrisierung der

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 7

Helix ist
Recos(z5-7)
¢=cod(r) = | Rsin(557)
T
Die Lénge einer(!) Schraube ist so(2X) = 2rR“C. Die Hohe einer(!)

Schraube ist % und heifit Ganghohe der Helix.

IS

3. Man erhilt eine Zykloide, wenn man einen Kreis mit Radius R auf
einer Geraden abrollt und den Weg eines Punktes verfolgt, der sich am
Ende eines fixierten radialen Stahls befindet.

In Abbildung 3 ist der schwarze Kreis der Ausgangskreis, der in positive
x-Richtung abgerollt wird, und der fixierte Punkt ist (0, 0). Beim Abrol-
len bewegt sich dieser auf der roten Kurve. Wahlt man als Kurvenpara-
meter ¢t den Abrollwinkel, so erhidlt man die folgende Parametrisierung:

)= r(;-m0)

Abbildung 3: Zykloide

c(0) = (0,0) (Rt.0)

Es ist ||/ ()] = 2R%*(1 — cos(t)) = 4R?sin? (), sodass

so(t) =4R(1 —cos (%)) .

Damit ist die Lénge eines Bogens der Zykloide durch so(27) = 8R
gegeben.

Der verfolgte Punkt muss allerdings nicht auf dem Rand des Ausgangs-
kreises liegen. Es sei a der Abstand des betrachteten Endpunktes des

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 8

Strahls von dem Mittelpunkt des Kreises. Abhéngig davon ob a > R,
a = R oder a < R ist, ergibt sich ein unterschiedliches Verhalten
der Kurve, sieche Abbildung 4. Die allgemeine Parametrisierung der

Zykloide mit ¢(0) = (R (i a) ist dann c(t) = <};bzt_— ;Li?((f)))

Abbildung 4: Zykloiden fiir verschiedene a

T T
10 U 15

1.2 Frenetkurven®

1.2.1 Beriihrung von Kurven
Definition 1.15. Es seien ¢ : I — R”, ¢ : J — R" zwei reguldre Kurven.
Weiter sei p € Sp(c) N Sp(é) ein Schnittpunkt mit p = c(ty) = é(t1).

1. Die Kurven ¢ und ¢ schneiden sich im Punkt p = c(ty) = ¢(t1) trans-
versal, wenn ¢ (tp) und & (¢1) linear unabhéngig sind.

2. Die Kurven ¢, ¢ beriihren sich in p = c(to) = ¢(t1) in erster Ordnung,
wenn ¢ (tg) = & (t1).

3. Zwei unparametrisierte ebene Kurven beriihren sich in erster Ordnung,
wenn es Parametrisierungen gibt, so dass dies gilt.

Beispiel 1.16. Es sei ¢(t) eine Kurve im R™ und T}, (s) := ¢(to) + sc (to)
eine Beschreibung der Tangente an ¢ in p = ¢(ty). Dann beriihren sich ¢ und
T}, im Punkt p von der Ordnung 1, denn c(tg) = T3, (0) , ¢ (to) = T{,(0).

() Jean Frédéric Frenet (1816-1900)

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 9

Bemerkung 1.17. Nach einer Umparametrisierung hat die Tangente an
eine Kurve natiirlich weiterhin die ” geometrische Eigenschaft”, diese von
erster Ordnung zu beriithren, obwohl die ersten Ableitungen nicht mehr
iibereinstimmen.

Insofern kénnte man meinen, unsere Definition der Beriihrung erster Ordnung
wiirde von der Parametrisierung der Kurven abhéngen.

Das ist jedoch nicht so: die geometrische Beriihrung erster Ordnung bedeutet,
dass die Richtungen der Ableitungen iibereinstimmen. Da man beide Kurven
auf Bogenlinge parametrisieren kann, ist das dann dquivalent zu unserer
analytischen Definition.

Man koénnte nun eine analoge Definition fiir die Beriihrung héherer Ordnung
zweier Kurven vorschlagen: Zwei reguldre Kurven c, ¢ beriihren sich in p =
c(to) = é(t1) von der Ordnung k > 0, wenn ¢ (tg) = &(t1), ..., ¥ (ty) =
k) (t1). Das Problem der Parametrisierungsabhéngigkeit besteht auch hier
und ldsst sich aber nicht so einfach 16sen.

Die folgende Diskussion zeigt, dass zumindest in Dimension 2 diese Definition
sinnvoll sein kann. Dazu sehen wir uns das Beispiel der Tangente nochmal
an:

Beispiel 1.18. In Dimension 2 ldsst sich eine Tangente auch mit Hilfe ihrer
Hesseschen Normalform beschreiben:

solr) = {z e &2 | G = o}

wobei
5, — (o). ¢ (b)) _ det(c(to), ¢ (to))
I’ (to)] I/ (to)

Somit ist die Tangente die Nullstellenmenge der Funktion
(z, ¢\ (o))
I/ (to)

es gilt also (Fy, o T3, )(s) = 0 fiir alle s € R. Die Berithrung der Ordnung 1
von ¢ und T}, ldsst sich dann auch wie folgt ausdriicken

Fi, :R* 5 R, Fy(z)= — 9,

(Fyy 0 ¢)(to) =0, (Fyy 0¢)(to) =0

aber (Fy, o c)"(tg) # 0 — zumindest, wenn ¢”(tg) # 0.

Dieses Beispiel lédsst sich mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen
verallgemeinern:

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 10

Satz 1.19. Es seien c : I — R?, ¢ : J — R? requlire Kurven mit p =
c(s0) = é(to). Weiter sei F : R? — R eine Funktion mit DF(p) # 0, die in
einer Umgebung U von p die Menge U N Sp(¢) als Nullstellenmenge hat, d. h.
Foé¢ =0 auf einem Teilintervall von J um ty. Dann gilt:

¢ (tg) = ¢V (sg) fiir j =0,...,k < (Foc)9(sg) =0 fiir j =0,...,k.

Beweisskizze. (=) Da die Funktion F o ¢ auf dem Intervall um ¢, identisch
verschwindet, gilt dies auch fiir all ihre Ableitungen. Diese verschwinden
also insbesondere in tg. Jetzt hingt der Ausdruck (F o &é)U)(ty) nur von
&(t), & (to), . ..,éU)(ty) ab. Ersetze hier nun diese Terme durch die nach
Voraussetzung gleichen GroBen c(sg), ¢ (s0), . . . ,c¥)(sp) und rechne zuriick.
Dann gilt 0 = (F 0 &) (tg) = (F o ¢)U)(s).

(<) Umgekehrt hat wegen der Bedingung an D,F' die Nullstellenmenge von
F' in einer Umgebung von p eine Darstellung als Graph, etwa é(t) = (¢, f(t))
mit ¢(tp) = p und F o &(t) = 0 fiir alle . Wir zeigen nun, dass es eine Um-
parametrisierung ¢t = ¢(u) von ¢ gibt, sodass nach der Umparametrisierung
&9 (0) = (60 ¢)9)(0) = W) (s) fiir alle j =0, ..., k. Wir setzen

k
«
=1

Es gilt nach Voraussetzung (F o ¢)U)(sy) = 0. Fiir j = 1 ergibt sich
D,Fd(sy) = DpFé(0) = 0 und damit sind &(0) = & (t9)¢'(0) = & (to)a1 und
d(sp) parallel. Setzen wir nun a; = w, so gilt &(0) = /(sp) =: v fiir

¢=co¢.

Fiir j = 2 erhalten wir 0 = D,F¢”(s9) + D3F (¢ (s0), ¢ (s0)) = DpFé’(0) +
D2F(/(0),¢(0)). Da die jeweils zweiten Summanden {ibereinstimmen, ist
D,F(&'(0) — "(s0)) = 0 und somit ¢’(0) — ¢’(sg) parallel zu v. Wegen
&"(0) = &' (to)ad + & (to)az = a2’ (to) + S2v ist a2 (tg) — " (sp) ebenfalls
parallel zu v, etwa a3 (so) = '(s0) + pav. Setzen wir nun as := —paaq, so
folgt ¢”(0) = ¢’ (s0).

Die Behauptung folgt nun induktiv. Es seien die Koeffizienten o, ..., o1
konstruiert, sodass ¢(™ (so) = ¢™)(0) fiir m = 0,...,5 — 1. Dann folgt aus
0= (Fo&)(0) = (Foc)¥(sp) nun, dass ¢U)(0) — cl)(sq) parallel zu v ist.
Es ist weiter ¢0)(0) = 327, Bné™)(t) + %U’ wobei die Koeffizienten 3,
nur von «i, ..., c;—1 abhéngen. Insbesondere ist somit anzz B &™) (o) =
c¥(s0) + pjv. Fiir die Wahl a; = —pj;aq ist dann auch é9)(0) = ¢l (sg). O

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 11

Wir nehmen dies als Motivation zur Definition von Beriihrungen von Kurven
und Nullstellenmengen.

Definition 1.20. Es sei ¢ : I — R" eine regulire Kurve und p = ¢(ty) € R”
ein Punkt auf der Kurve. Weiter sei F': R™ — R eine Funktion mit F'(p) =0
und DF(p) # 0. Dann beriihrt die Kurve ¢ die Menge F~(0) von der
Ordnung k > 0, wenn

(Foc)(tg) =0, (Foc)(tg) =0, ..., (Foe)®(tg) =0.

1.2.2 Ebene Frenetkurven

Betrachten wir nun Kurven in Dimension 2. Wie wir oben gesehen haben, war
die Tangente eine einfache Kurve, die die Brithrung in Ordnung 1 realisiert
hat. Wir kénnen uns nun fragen, ob es eine moglichst einfache Kurve gibt,
die eine vorgegebene Kurve mit der Ordnung 2 beriihrt.

Satz 1.21 (Kriimmungskreis). Es sei c: I — R? eine requlire Kurve und
to € I mit {c'(to), " (to)} linear unabhingig. Dann gibt es genau einen Kreis,
der ¢ im Punkt c(to) mit der Ordnung 2 berihrt. Der Mittelpunkt M (ty) und
der Radius r(ty) dieses Kreises sind gegeben durch

T(tO) /

)P . .
= Tdet(c(o). o)) o) = ello) £ g e

Hierbei ist das Vorzeichen in M(tg) bestimmt durch das Vorzeichen von
det(c(to), " (to)), also dadurch, ob {c(ty),"(to)} eine positive oder eine
negative Basis des R? liefert.

7(to)

(to) -

Bemerkung 1.22. 1. Ist ¢ auf Bogenlinge parametrisiert, also ||/|| = 1,
so ist immer ¢”(¢) L ¢/(t), denn

IO = (1)< (1) =1 = (IO =0 (¢(t),c"(t) = 0.

2. Ist ¢ auf Bogenlinge parametrisiert so ist die lineare Unabhéngigkeit
von {c(t),c"(t)} aquivalent zu ¢’ (t) # 0. Letzteres ist dann also die
Bedingung fiir die eindeutige Existenz des Kriimmungskreises aus Satz
1.21.

Diese fiir den Mittelpunkt des Kriimmungskreises zu bestimmende Vorzeichen
werden wir nun mittels einer geometrischen Grofie beschreiben. Zunéchst
geben wir den bei der obigen Beschreibung wichtigen Vektoren ¢’ und ¢
neue Namen.

Frank Klinker
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Abbildung 5: Der Kriimmungskreis

| (to)

Definition 1.23. Es sei ¢ : I — R? eine reguliire Kurve. Zur Kurve ¢ seien
die Abbildungen t,n : I — R? wie folgt definiert:

o) == e (1)

= c(t),

/()]

1
n(t) = ALt)=tL(t).
le@Il =
Diese bilden in jedem Punkt eine positive ONB des R2. t heifit das Tangen-
tialvektorfeld oder kurz der Tangentialvektor und n das Normalenvektorfeld
oder kurz der Normalenvektor. {t,n} nennt man das begleitende 2-Bein der
Kurve c.

Bemerkung 1.24. Es sei {t,n} das begleitende 2-Bein der regulidren Kurve
c. Weiter sei ¢ ein Parameterwechsel und ¥(x) = Az + b eine Bewegung der
Ebene. Dann gilt

1. {t,n} mit t = +to¢ und i = +no ¢ ist das begleitende 2-Bein zu é =
co ¢. Hierbei gilt das untere/obere Vorzeichen, wenn ¢ positiv/negativ
ist.

2. {t,n} mit t = At und h = +An ist das begleitende 2-Bein zu ¢ = Uoc.
Hierbei gilt das obere/untere Vorzeichen, wenn ¥ positiv/negativ ist.

Satz 1.25 (Frenetgleichungen, n = 2). Es seic: I — R? eine regulire Kurve
mit begleitendem 2-Bein {t,n}. Dann gibt es eine Funktion k : I — R, sodass

t'= klld|n t/ w0 K\ [t
oder ;1 =I]]
n' =—x|d||t n —k 0/ \n

Frank Klinker
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1 LOKALE KURVENTHEORIE 13

Definition 1.26. Sei ¢ : I — R? eine regulire Kurve. Dann heifit die
Funktion x geméafl Satz 1.25 die Krimmung der Kurve c.

Bemerkung 1.27. Es sei k die Kriimmung der reguldren ebenen Kurve c.

det(c, ")

1. Die Kriitmmung von ¢ berechnet sich zu k = . Der Radius

I]?
und der Mittelpunkt des Kriimmungskreises im Punkt ¢(¢) sind damit
durch ) )
H=|— M(t) = c(t) + —n(t
"= |5l MO =)+ )
gegeben.

2. Ist ¢ auf Bogenlinge parametrisiert, so ist ¢/ L ¢ und es gilt

() = (). m(e)) — |l ()| falls det(c'(¢),"(t)) >0
() = '), n(t)) {—Hc”(t)” falls det(c/(¢),c"(t)) <0

3. Ist ¢ ein Parameterwechsel und % die Kriimmung der Umparametrisie-

- . K=Koo ¢ positiv
rung é = c o ¢, dann gilt { Ferod } falls { 6 negativ }

4. Ist ¥ eine Bewegung des R? und ist # die Kriimmung der Kurve
¢ = VYoc, dann gilt { Zi K } falls { ¥ positiv }

U negativ

Eine regulédre ebene Kurve ist durch die Angabe der Kriimmung im Wesent-
lichen bestimmt, denn es gilt der folgende Satz 1.28.

Satz 1.28 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie, n = 2). Gegeben sei eine
Funktion v : I — R. Dann gibt es eine nach Bogenlinge parametrisierte
Kurve ¢ : I — R? mit Kriimmung k. Diese Kurve ist eindeutig bis auf positive
Bewegungen des R?.

1.2.3 Frenetkurven im Raum

Bei einer ebenen Kurve ¢ : I — R? mussten wir zur Bestimmung des
eindeutigen Kriimmungskreises im Punkt ¢(t) vorausgesetzen, dass ¢/(t) und
c’(t) linear unabhingig sind. Zur Formulierung des Struktursatzes 1.25
konnten wir diese Bedingung jedoch wieder fallen lassen.

Frank Klinker
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Im Fall einer Raumkurve ¢ : I — R3 werden wir ebenso zunichst von dieser
Situation ausgehen. Wir werden dann aber sehen, dass wir die Bedingung
der linearen Unabhingigkeit zur Formulierung eines dhnlichen Satzes jedoch
beibehalten miissen. Deshalb nehmen wir das als Voraussetzung der folgenden
Definition.

Definition 1.29. Eine Raumkurve ¢ : I — R® heiit wendepunktfrei, wenn
sie regulir und {c/(¢),’(t)} in jedem Punkt linear unabhiingig ist.

Bemerkung 1.30. Ist c¢: I — R3 eine regulire Kurve und ¢ : .J — R3 ihre
Parametrisierung auf Bogenlénge, so gilt:

c wendepunktfrei < ¢ wendepunktfrei

) )
dxd #0 d"#0

Definition 1.31. Es sei ¢ : I — R? eine wendepunktfreie Raumkurve. Zu c
definieren wir Abbildungen t,n,b: I — R? wie folgt:

1
b0 = T = o]
n(t) == b(t) x t(t).

d(t)x (),

Diese bilden in jedem Punkt eine positive ONB des R3. t heifit das Tan-
gentialvektorfeld, n das Normalenvektorfeld und b das Binormalenvektorfeld.
Auch hier spricht man auch kurz von Tangential-, Normalen- oder Binorma-
lenvektor. {t,n, b} nennt man das begleitende 3-Bein der Kurve c.

Bemerkung 1.32. 1. Der Normalenvektor und Binormalenvektor lassen
sich wie folgt mit Hilfe des Tangentenvektors ausdriicken:

1 , _ 1
= Teort Y PO= ool

2. Das begleitende 3-Bein der Raumkurve ¢ ist durch die folgenden Be-
dingungen eindeutig festgelegt:

[ ] t(t) = 7||c’%t)||6/(t)’

t) € spang{c'(t),c"(t)} mit (n(t),c"(t)) > 0,
t) L spang{c'(t),c"(t)},

d(t) x t'(t).

n(t)

e 1N

(
e b(

Frank Klinker
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e {t(t),n(t),b(t)} ist eine positive ONB des R3.

Bemerkung 1.33. Es sei {t,n, b} das begleitende 3-Bein der wendepunkt-
freien Kurve c. Weiter sei ¢ ein Parameterwechsel und ¥(z) = Az + b eine
Bewegung des Raums. Dann gilt

1. {t,n, B} mit t = +tod, i =no¢ und b = +b o ¢ ist das begleitende
3-Bein zu ¢ = c o ¢, wobei das obere/untere Vorzeichen gilt, falls ¢
positiv/negativ.

2. {t,n,b} mit t = At, i = An und b = +£Ab ist das begleitende 3-
Bein zu ¢ = ¥ o ¢, wobei das obere/untere Vorzeichen gilt, falls ¥
positiv/negativ ist.

Satz 1.34 (Frenetgleichungen, n = 3). Es sei ¢ : I — R?® eine wende-
punktfreie Kurve mit begleitendem 3-Bein {t,n,b}. Dann gibt es Funktionen
k:I—=RT und 7:1 — R, sodass

v= sl
E—T Tl b
b= —rli¢|In

t/ 0 x O t
n|=|d[-« 0 7| |n
b’ 0 —7 0/ \b

Definition 1.35. Sei ¢ : I — R? eine wendepunktfreie Raumkurve. Dann
heiflen die Funktionen x bzw. 7 geméfl Satz 1.34 die Krimmung bzw. die
Torsion der Kurve c.

Bemerkung 1.36. Es sei ¢: I — R? eine wendepunktfreie Kurve.

1. Kriimmung und Torsion von ¢ berechnen sich geméfl

o Hc/ « C//H wad - det(c’,c”,c’”)

1113 ol x e
2. Ist ¢ auf Bogenldnge parametrisiert, so reduziert sich das zu

<c”/, b)

k=|c"] und 7=
[l

Frank Klinker
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3. Ist ¢ ein Parameterwechsel und sind & bzw. 7 die Kriimmung bzw. die
Torsion der Umparametrisierung ¢ = c o ¢, dann gilt K = k o ¢ und
7 = 7 o ¢. Insbesondere ist das unabhéngig davon, ob ¢ positiv oder
negativ ist.

4. Ist ¥ eine Bewegung des R? und sind & bzw. 7 die Kriimmung bzw.
die Torsion der Kurve ¢ = W o ¢, dann gilt 4 = k und 7 = £7, wobei
das obere/untere Vorzeichen gilt, falls ¥ positiv/negativ ist.

Ahnlich zur Konstruktion des Kriimmungskreises einer ebenen Kurve, kann
man sich nun Kugeln anschauen, die eine gegebene Raumkurve in einem
Punkt beriihren. Betrachtet man Beriihrungen der Ordnung 2, so ist gibt
es eine ganze Schar von Kugeln mit dieser FEigenschaft. Erst die Berithrung
dritter Ordnung macht die Schmiegkugel dann eindeutig. Wir formulieren
das in dem Satz 1.37

Satz 1.37 (Schmiegkugel). Es seic: I — R? eine wendepunktfreie Raum-
kurve mit 3-Bein {t,n,b}, Krimmung k und Torsion 7. Des Weiteren sei c
auf Bogenldnge parametrisiert.

1. Es gibt eine Schar von Kugeln, die ¢ in c(tg) von der Ordnung 2
beriihren. Die Mittelpunkte all dieser Kugeln liegen auf der Geraden

g1 () = clto) + ——n(to) + sb(to) .

K(to)
Jede dieser Kugeln hat dann den Mittelpunkt Ms(to) und den Radius
Ts(to) mat
1
Ms(to) = gto(s) und T‘S(to) = — + 52 .

#%(to)

2. Alle Kugeln der obigen Schar schneiden sich in einem Kreis. Dieser liegt
in der Ebene spang{c (to),"(to)} = spang{t(to),n(to)} und hat den

Mittelpunkt My(to) = c(to) + #to)n(to) und den Radius ro(to) = ﬁ

3. Ist zusdtzlich noch 7(tg) # 0, so befindet sich unter den Kugeln der

obigen Schar genau eine, die ¢ in c(ty) von der Ordnung 3 beriihrt.

Diese gehort zum Parameter s = —%. Damit sind Mittelpunkt

Frank Klinker
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M (to) und Radius r(to) gegeben durch

M (to) = c(to) + n(tp) — -

#(to)

_ 1 _ H(to) \?
rlto) = 20 \/1 + <ﬁ(t0)7(t0)> :

Definition/Bemerkung 1.38. Es sei ¢ : I — R3 eine wendepunktfreie
Kurve mit 3-Bein {t,n,b}. Dann gibt es fiir ¢y € I drei ausgezeichnete
Ebenen: ()

Schmiegebene: Ef = c(to) + spang{t(to), n(to)} = c(to) + b(to)*t
Normalebene: Ep = c(to) + spang{n(to),b(to)} = c(to) + t(to)*
rektifizierende Ebene: Ey = c(to) + spang{t(to), b(to)} = c(to) + n(to)*t

In Termen der Kurve ¢ und ihrer Ableitungen lassen sich £° und E™ wie
folgt schreiben:

By, = c(to) + spang{c’(to), ¢"(to)} ,
Ey, = c(to) + spang{c’(to), ¢'(to) x ¢"(to)} -

Ist ¢ zusétzlich auf Bogenldnge parametrisiert, dann gilt fiir E™

Ep = c(to) + spang{c”(to), ' (to) x ¢"(to)} .

Das Verhalten einer wendepunktfreien Kurve in einer Umgebung eines Punk-
tes p = c(tp) konnen wir mit Hilfe der Taylorentwicklung(™ der Kurve
bestimmen. Es stellt sich heraus, dass die Projektionen der Kurve in die
drei Ebenen aus Definition/Bemerkung 1.38 im Wesentlichen durch eine
Normalparabel, durch eine kubische Normalparabel bzw. durch eine Neilsche
Parabel() gegeben ist, siche Abbildung 6. Prizise ausgedriickt wird das in
dem folgenden Satz 1.39.

Satz 1.39. Es sei c: I — R3 eine wendepunktfreie Raumkurve mit 3-Bein
{t,n,b} und es sei 0 € I. Weiter sei ¢ nach Bogenlinge parametrisiert, also

—

WFiir & € R" bezeichnet 7 den (n — 1)-dimensionalen Lotraum von @ mit o+ = {u €
R™ | (#,%) = 0} = ker(¢7). Im R? entspricht das der Normalenform von Ebenen.

(i) Brook Taylor (1685-1731)

MWilliam Neile (1637-1670)

Frank Klinker
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Il ()|l = 1. Dann hat ¢ um ¢(0) die Taylorentwicklung

¢(t) = ¢(0) +0(t%) t(0)

+ (¢

+ (3£(0)* + O(*)) n(0)

+ (36(0)7(0)t + O(t*)) b(0) .
Abbildung 6: Die Taylorentwicklung einer Raumkurve

n(0)

(t,3x(0) %)

n(0)

Zum Abschluss der Diskussion der Raumkurven formulieren wir noch das
Analoge zu Satz 1.28.

Satz 1.40 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie, n = 3). Gegeben seien
Funktionen k : I — RY und 7 : I — R. Dann g¢ibt es eine nach Bogenlinge

Frank Klinker
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parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ mit Kriimmung x und Torsion 1. Diese
Kurve ist eindeutig bis auf positive Bewegungen des R3.

1.2.4 Allgemeine Frenetkurven

In diesem Abschnitt werden wir die Sétze und Bemerkungen, die wir in
den Dimensionen 2 und 3 erhalten haben, auf den Fall von Kurven im R"
verallgemeinern.

Definition 1.41. Es sei ¢: I — R"” eine Kurve. ¢ heiflt Frenetkurve, wenn
{d(t),c"(t),...,c"D(t)} fiir alle t € I eine linear unabhingige Menge ist.
Insbesondere ist ¢ dann regulér.

Definition/Bemerkung 1.42. Es sei ¢ : I — R” eine Frenetkurve. Das
begleitende n-Bein {e1,...e,} mit e; : I — R™ ist eindeutig durch die
folgenden Eigenschaften charakterisiert:

1. {ei(t),...,en(t)} ist fir alle t € I eine positiv orientierte ONB des R".
2. Firallel <k <mn-—1und fiir alle t € [ ist
spang{e1(t), -, ex(t)} = spang (¢ (2), .., (W (D)}

3. Fiir alle 1 <k <n — 1 und fiir alle t € T ist {ex(t),c®(t)) > 0.

Beispiel 1.43. e Im Fall n = 2 ist eine parametrisierte Kurve genau
dann eine Frenetkurve, wenn sie regulér ist.

e Im Fall n = 3 ist eine parametrisierte Kurve genau dann eine Frenet-
kurve, wenn sie wendepunktfrei ist.

Satz 1.44 (Frenetgleichungen). Es sei c: I — R" eine glatte Frenetkurve

mit n-Bein {e;}i=1,..n. Dann gibt es glatte Funktionen k1,..., kp—1: 1 - R
mit K1,...,Kpn_9 > 0 und
el = [/ [| 512
ey = —[|c||lk1e1 +|¢'[|k2e3
ey = —|Ic[|r2e2 +I¢'[|k3e4
627,—1 = — |l | kn—2en—2 +|c[|Fn—1€n
e;z = _HC/HHn—len—l

Frank Klinker
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oder etwas kiirzer
E'(t) = || (t)|| K (t)E(t)
mit
K1

T —K1 K2
1

—K2 K3
FE = : und K :=

—Rnp—2 Rn—1
—Rn—-1

Die Matriz K heifit die Kriimmungsmatrix der Frenetkurve c.

Bemerkung 1.45. Sei {¢;} das n-Bein einer Frenetkurve ¢ und K sei
dessen Kriimmungsmatrix. Weiter ¢ ein positiver Parameterwechsel und
U(z) = Az + b eine orientierungserhaltende Bewegung, d.h. A € SO(n).
Dann gilt:

1. {€;} mit &; = e; o ¢ ist das n-Bein zu ¢ = co ¢.

2. K mit K = K o ¢ ist die Kriimmungsmatrix zu ¢ = ¢ o ¢.

w

. {&} mit é; = Ae; ist das n-Bein zu ¢ = Yo c.

4. K mit K = K ist die Kriimmungsmatrix zu ¢ = ¥ o c.

Die allgemeine Variante der Sétze 1.28 und 1.40 ist der folgende Satz 1.46.

Satz 1.46 (Hauptsatz der lokalen Kurventheorie). Gegeben seien Funktionen
Kly.oorbn—1:1 >R mitk;, >0 fiirl <i<mn-—2. Dann gibt es eine nach
Bogenlinge parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ deren Frenetmatriz K gemdf
Satz 1.44 gerade die k; enthdlt. Diese Kurve ist eindeutig bis auf positive
Bewegungen.

Beweisskizze. Mit E von oben schreiben wir die Frenetgleichungen als

E =KE.
Geben wir in ¢y € I eine positive ONB €Y, ..., el vor und schreiben E; €
SO(n) mit (Ep)i; = (e?);, so gibt es genau eine Losung E(t) des obigen
DGL-Systems mit E(ty) = Ep.

Frank Klinker
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Es bleibt zu zeigen, dass E(t) in jedem Punkt eine ONB definiert, d.h. es
gilt E(t)E(t)T = 1. Unsere Losung E liefert mit den Frenetgleichungen

(FEETY = F'ET + E(E")! = K(EET) — (FETK .

Dies ist nun ein DGL-System fiir die Abbildung EET mit der konstanten
Losung EET = 1 zum Anfangswert EgEl = 1. Da aber fiir unsere alte
Losung E(t) die Abbildung E(t)E(t)” ebenfalls eine Losung mit dem gleichen
Anfangswert ist, miissen beide Losungen iibereinstimmen.

Ist nun ¢y € R™, so gibt es zum Anfangswert c(tp) = ¢p genau eine Losung
c: I — R" der DGL

/
cC =e1.

Um zu zeigen, dass E(t) = (e1(t), ea(t), ... ,en(t))T tatsdchlich das n-Bein
zu c liefert, miissen die Punkte 1., 2., und 3. aus Definition/Bemerkung 1.42
iiberpriift werden: 1. ist klar, und 2. und 3. zeigt man mit Induktion iiber
den Index 7 von e;.

Wiihlt man zwei Anfangsbedingungen (Fo, co) bzw. (Eo, &) so gibt es dazu
jeweils eine eindeutige Kurve ¢ bzw. ¢. Schreiben wir nun Ey = EyAT, also
é; = Aej, mit A € SO(n) und b := & — cp, so liefert das eine Bewegung
U (%) = AZ 4+ b. Die Kurve ¥ o ¢ hat nun die gleichen Kriimmungen, wie ¢
und erfiillt die obigen DGLn mit Anfangsbedingungen (Eg, ¢p). Wegen der

Eindeutigkeit der Losung muss daher ¢ = W o ¢ sein. O
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2 Ausgewihlte globale Eigenschaften ebener Kur-
ven

2.1 Geschlossene ebene Kurven

Bezeichnung 2.1. 1. Eine Kurve ¢ : [a,b] — R? heiit differenzierbar,
wenn es ein offenes Intervall I D [a, b] gibt, sodass ¢ dort definiert und
differenzierbar ist. Sie heifit glatt, wenn Sie auf I glatt ist.

2. Eine glatte Kurve ¢ : [a,b] — R? heifit geschlossen, wenn in den
Randpunkten alle Ableitungen iibereinstimmen, d. h. ¢(*)(a) = ¢(*)(b)
fir k=0,1,....

3. Eine geschlossene Kurve ¢ : [a, b] — R? heiit einfach geschlossen, wenn
die Einschrénkung c|(q 4 : [a, b] — R? injektiv ist.

4. Eine geschlossene Kurve c : [a,b] — R? heifit konver, wenn fiir alle
t € [a,b] das Bild Sp(c) ganz in einer der durch die Tangente c(t) +
spang{c/(t)} definierten Halbebenen enthalten ist.

Beispiel 2.2. Die Kurve ¢, : [0,27] — R? mit c(t) = (cos(t) Sj_ngtios(%)>
4

ist einfach geschlossen fiir a < 2 und besitzt einen Doppelpunkt fiir a > 2.
Fiir a = 2 ist die Kurve in einem Punkt nicht regulér, siche Abbildung 9.

Definition 2.3. Es sei ¢ : I — R? eine reguliire Kurve mit Kriimmung &.
Dann heifit ¢y € I, bzw. ¢(tg) € Sp(c), ein Scheitelpunkt der Kurve, wenn
H/(to) = 0.

a cos(t)
bsin(t)
achsen a > 0 und b > 0 hat genau vier Scheitelpunkte. Diese liegen in den
Schnittpunkten mit den Koordinatenachsen.

Beispiel 2.4. Die durch ¢(t) = ( > beschriebene Ellipse mit Halb-

Satz 2.5 (Vierscheitelsatz). Fine einfach geschlossene, konvexe Kurve c :
[a,b] — R2%, die auf Bogenlinge parametrisiert ist, hat mindestens vier
Scheitelpunkte.

Einen Beweis des Vierscheitelsatzes findet man z.B. in [Wa, 1.3 Satz C].

Bemerkung 2.6. Ist ¢ : [a,b] — R? eine geschlossene Kurve, so gilt dies
auch fiir alle Ableitungen ¢(¥), das Tangentialfeld t sowie das Normalenfeld
n.
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Beispiel 2.7. Es folgen einige Beispiele geschlossener Kurven ¢ mit Abbil-
dungen fiir ¢ sowie fiir die Geschwindigkeitsfelder ¢’ und Tangentialfelder
t= ¢

'l

In den Graphiken werden blaue Teile einer Kurve doppelt bzw. dreifach
durchlaufen und wir weisen speziell auf die gerahmten Sonderfélle hin.

. cost fn —sint . .
1. ¢(t) = (Zsin(Zt))’ d(t) = (S cos(2t)>’ siehe Abbildung 7.

Abbildung 7: Bsp. 2.7.1 fiir Parameterwerte a = 0.2, 1, 4

(a) Kurve c(t)

1 1

-1 -1

b) Geschwindigkeit c¢’(t)

P
00s \ / ,
-05 0] 05 1 - -0.5 0] 05
02
005 B
04
-0.10 -2

¢) Tangentialvektor t(t)
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. sint fon cost . .
2. elt) = (cost + Zcos(2t)>’ () = (— sint — ‘5sin(2t)>’ siehe Abbil-

dung 8.

Abbildung 8: Bsp. 2.7.2 fiir Parameterwert a = 0.3, , 3

(a) Kurve c(t)

o o

(b) Geschwindigkeit ¢’(t)

k

(c) Tangentialvektor t(t)

o sint fin cost . .
3. et) = (cost + Zsin(Zt))’ c(t) = (— sint + gcos(Zt)>’ siche Abbil-

dung 9.
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Abbildung 9: Bsp. 2.7.3 fiir Parameterwerte a = 0.4, [v/2|, 1.9, , 5

(a) Kurve c(t)

2

(c) Tangentialvektor t(t

2.2 Die Winkelfunktion einer ebenen Kurven

Im Folgenden seien die Kurven in der Regel auf Bogenldnge parametrisiert.
Wir schreiben dann c : [0, ¢] — R? wobei ¢ die Linge der Kurve bezeichnet.
Eine grofie Rolle werden Kurven spielen, deren Bilder in S' C R? enthalten
sind. Dies ist insbesondere beim Tangentialfeld einer Kurve der Fall.
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Lemma 2.8. 1. Istc:[0,/] = S' C R? eine stetige Kurve mit Sp(c) C
St so gibt es eine stetige Funktion ¢ : [0,£] — R mit

o) = (SO

Diese Funktion ist eindeutig durch die Angabe von ¢(tg) = o bestimmd.
2. Ist die Kurve c glatt, so gilt das auch fir die Winkelfunktion .

Bemerkung 2.9. 1. Ist ¢ = (¢!, c?) : [0,4] — S* glatt, so lisst sich ¢
geméf

o) =0+ [ (O (I )ar

to

berechnen.

2. Ist ¢ : [0,/] — S! eine geschlossene Kurve, so ist wegen c(0) = c(¢)
dann ¢(¢) = ¢(0) + 2k7 fiir ein k € Z.

2.3 Windungszahl, Index und der Hopfsche Umlaufsatz

Definition 2.10. Ist ¢ : [0,4] — S* eine geschlossene Kurve und ¢ : [0, (] —
R die Winkelfunktion gem#fl Lemma 2.8, dann nennt man

deg(c) i= 5~ ((0) = ¢(0)) € Z
den Grad von c.

Beispiel 2.11. 1. Ist ¢ : [0,£] — R? eine regulire, geschlossene Kurve
und p € R?\ Sp(c) so ist

: t)—p
ep — S' c R? c = o
Weyp 1 [0,0] = S C mit wep(t) Te) = ol

wohldefiniert. Thr Grad heifit die Umlaufzahl von ¢ beziiglich p:
W(e,p) := deg (wep) -

2. Ist ¢ : [0,£] — R? eine regulire, geschlossene Kurve, so ist t = ¢ :
[0,¢] — S! eine wohldefinierte geschlossene Kurve. Der Grad dieser
Kurve heifit der Rotationsindex von ¢, also

Ind(c) := deg (t) .
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a. Es gilt Ind(c) = W(c,0).
b. Es bezeichne ¢ : [0,¢] — R die Winkelfunktion von t = ¢, al-

cos(w(t))) . , , :
so t(t) = | . . Dann ist wegen t'(t) = t)n(t) die
(t) <sm(g0(t)) g (t) ¢'(t)n(t)

Kriimmung der Kurve ¢ durch £ = ¢’ gegeben. Mit ¢(¢) — ¢(0) =

L
J ¢/ (T)dr ist deshalb
0

14
Ind(c) = % /0 K (t)dt

Einen Beweis des folgenden Satzes findet man in [Ri, §40.1].

Satz 2.12 (Jordanscher Kurvensatz("). Sei ¢ : [a,b] — R? eine regulire,
einfach geschlossene Kurve. Dann hat R?\ Sp(c) zwei Komponenten. Genau
eine der beiden Komponenten ist beschrinkt und Sp(c) ist ihr gemeinsamer
Rand.

Bezeichnung 2.13. e Die beschrinkte Komponente gemafl Satz 2.12
nennt man das Innere der Kurve c.

e Man nennt eine regulire, einfach geschlossene Kurve positiv orientiert,
wenn ihr Inneres beim Durchlaufen links liegt.

Satz 2.14 (Hopfscher Umlaufsatz("). Es sei c: [0,£] — R? eine regulire,
einfach geschlossene Kurve. Dann ist Ind(c) = 1, wobei das Vorzeichen von
der Orientierung der Kurve abhdngt.

Fiir den Beweis des Hopfschen Umlaufsatzes 2.14 benttigen wir noch eine
Verallgemeinerung von Lemma 2.8.

Lemma 2.15. o Es sei M C R? eine beziiglich xo € M sternformige
Menge, d.h. fiir jedes x € M st die Strecke ToT = {xo + t(z — zo) |t €
[0,1]} ganz in M enthalten. Weiter sei f : M — S C R? stetig. Dann

. . . . , cos(<p(a:))> .
1bt es eine stetige Abbildun M — R mat f(z) =1 . ur
g g g f(@) <Sm(¢($)) f
alle x € M.

e Diese Funktion wird eindeutig, wenn man o(xg) = @o mit f(xg) =
(cos(po),sin(gp)) vorgibt.

() Marie Ennemond Camille Jordan (1838-1922)
"DHeinz Hopf (1894-1971)
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o Ist f glatt, so auch .

Beweisansatz: Normiere ¢ geeignet und definiere auf dem Dreieck
A={(ts)eR*|0<t<s<(}
die Sekantenabbildung

s>t,(t,s) # (0,0)
'(t) s=t
_I0) (hs)=(0,0)
Es sei nun ¢(s,t) die Winkelfunktion von f(s,t) mit ¢(0,0) = 0 geméaf
Lemma 2.15. Dann ist ¢(t) := ¢(t,t) die Winkelfunktion von ¢/(¢) und es ist

() — @(0) = (@(€,0) — (0,£0)) + (£(0,£) — (0,0)). Zeigt man nun noch,
dass beide Summanden jeweils den Wert 7 annehmen, dann folgt Ind(c) = 1.

Abbildung 10: Die Sekantenabbildung f : A — St

f:A— St mit f(t,s):=

(",( 53 )

c(0) d(0) = £(0,0)
Bemerkung 2.16. 1. Mit der Bemerkung in Beispiel 2.11.2b folgt nun,
l

dass fiir eine einfach geschlossene, regulére Kurve / k(T)dT = 27
0
gilt.
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2. Es gibt auch eine Variante des Umlaufsatzes fiir stiickweise regulére,
einfach geschlossene Kurven. Die zusétzliche vorkommenden Auflen-
winkel in den Ecken der Kurve haben jedoch keinen Einfluss auf den
Rotationsindex und man erhilt wieder Ind(c) = +£1.

3. Driickt man allgemein den Rotationsindex wieder analog zur Bemer-
kung in Beispiel 2.11.2b mit Hilfe der Kriimmung aus, so ergibt sich
im Fall stiickweise reguérer, einfach geschlossener Kurven

l
27Ind(c) = / k(t)dt + Z AuBenwinkel .
0

Dabei ist der Auflenwinkel in einer Ecke der Winkel zwischen ,, Aus-
trittstangente* und ,, Eintrittstangente* mit Werten in [—m, 7].

Bemerkung 2.17. 1. Der Beweis des Hopfschen Umlaufsatzes ldsst sich
auch mittels allgemeinerer Siitze der Theorie der Uberlagerungen fiihren,
wobei man insbesondere ausnutzt, dass R die universelle Uberlagerung
von S! ist. Man kann dann zeigen, dass der Grad einer Kurve c : [0, ] —
S1 gemif Definition 2.10 invariant unter stetigen Homotopien ist, die
die Endpunkte der Kurve konstant lassen. Im oben skizzierten Beweis
des Hopfschen Umlaufsatzes benutzt man die Homotopie zwischen ¢’ als
Einschrinkung von f auf die Diagonale einerseits, und f eingeschréinkt
auf die Katheten des Dreiecks A andererseits.

2. Zwei geschlossene Kurven, die durch eine stetig differenzierbare Homo-
topie auseinander hervorgehen, haben den gleichen Rotationsindex, z.B.
ein eingedellter Kreis ohne Ecken und der Kreis. Ist H (s, t) die Homoto-
pie zwischen den reguldren Kurven cq(¢) und ¢;(t), so ist 0,H (¢, s) eine
zwischen ¢{(t) und ¢} (¢). Insbesondere gibt es keine solche Homotopie
zwischen ,,der liegenden Acht“ und S*.

3. Die stetige Differenzierbarkeit der Homotopie H im vorigen Punkt
ist aber nicht notwendig. Zum Beispiel sind der Einheitskreis S' und
das Quadrat als Rand von [—1, 1] x [—1, 1] stetig homotop und haben
den gleichen Rotationsindex. Ebenso sind allerdings S* und die ,,lie-
gende Acht“aus Beispiel 2.7.1 homotop aber haben unterschiedliche
Rotationsindizes.
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3 Grundziige der Flichentheorie

3.1 Grundbegriffe
Abbildung 11: Einige Punktmengen im R?

(a) Ellipsoid (b) Katenoid

(d) Zweischaliges Hy-
(¢) Zylindrische Acht perboloid

Definition 3.1. Eine Teilmenge M C R? heifit Fliche, wenn folgendes gilt:
1. Fiir alle p € M gibt es eine offene Menge U C R?, eine offene Menge
V C R mit p € V und eine Abbildung o : U — R3, sodass
(a) a(U)y=MnNV,
(b) a:U — a(U) ist ein Homdomorphismus. (V1)
2. Dy« hat fiir alle u € U vollen Rang zwei.

Bezeichnung 3.2. 1. Die Abbildung a: U — a(U) = M NV C R? heifit
Parametrisierung von M um p.

2. u = (u',u?) € U heiflen die Koordinaten des Punktes p = a(u).

O Der Hombomorphismus ist hier beziiglich der Relativtopologie auf M zu verstchen.
Insbesondere ist a(U) wegen der Bedingung (a) selbst (relativ) offen.
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3. a7l a(U) = U mit a=1(p) = (u!(p), u*(p)) heiBt Koordinatensystem
oder Karte und die v’ : a(U) — R heiBen Koordinatenfunktionen.
a(U) = M NV heit Koordinatenumgebung.

4. Eine Menge {U;, a;}icr von Parametrisierungen «; : U; — M heifit
Atlas von M, wenn sie ganz M {iberdecken, d.h.

U CMZ(UZ) =M.

i€T
Der Atlas (und dann auch die Fléche) heifit glatt, wenn alle o; : U; —
a;(U;) glatte Diffeomorphismen sind.

Definition/Bemerkung 3.3. 1. Ist a : U — R3? eine Abbildung, mit
der Eigenschaft 2. aus Definition 3.1, so nennt man « oder auch o(U) C
R3 ein parametrisiertes Flichenstiick.

2. Ist o : U — R3 ein parametrisiertes Flichenstiick, dann gibt es um
jeden Punkt u € U eine Umgebung u € Uy C U, sodass a(Up) eine
Fliache im Sinne von Definition 3.1 ist und O“Uo : Up — «a(Uy) eine

Parametrisierung.
Beispiel 3.4. e Jede Karte einer Fliche liefert ein parametrisiertes Flé-
chenstiick.

e Die Mengen in Abbildung 11 (a), (b) und (d) sind Fléchen, zumindest
wenn etwaige Rénder nicht zur Menge gehoren.

e Die zylindrische Acht in Abbildung 11 (c) ist keine Fléche. Es gibt
aber lokale Flichenstiicke a; : U; — R3, die M ganz {iberdecken, d.h.

Beispiel 3.5. Es sei v = (p,2) : I — R? eine regulirte regulirer Kurve, und
a: I xR — R3 mit
p(t) cos @
a(t,p) = | p(t)sing
z(t)

Dann nennen wir M = a(I x R) Rotationsfliche mit erzeugender Kurve +.

1. M ist lokal um p = a(tp, o) € M genau dann ein parametrisiertes
Fléchenstiick, wenn p(tg) # 0.

2. M ist eine Fliche, wenn v die z-Achse nicht schneidet und ~ injektiv
ist.
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Dies ist keine umfassende Klassifizierung von Rotationsflichen im umgangs-
sprachlichen Verstédndnis, da z.B. die Sphére nicht eingeschlossen ist.

Definition/Bemerkung 3.6. 1. Die Abbildung o : U — R3 erfiillt die
Eigenschaft 2. — bzw. liefert ein parametrisiertes Flachenstiick — genau
dann, wenn die Spalten %(u) und %(u) der Funktionalmatrix Do(u)
in jedem Punkt u € U linear unabhéngig sind. Insbesondere ist das
gleichbedeutend mit %(u) X %(u) # 0.

2. Es sei M C R3 eine Fliche und « : U — R3 eine Karte von M. Dann
heif3t

(@) (4y) = 1 da y da .
N = T~ Bl (aul( )% g2 >)

der Normalenvektor von M in p = a(u) beziglich o, siehe dazu auch
Definition 4.11.

Definition 3.7. Es sei a : U — R? eine Parametrisierung der Fliche M und
¢ : U — U ein Diffeomorphismus zwischen den offenen Mengen U,U C R2,
Dann heift & : U — R? mit & = a0 ¢ eine Umparametrisierung der Fléache
und ¢ der Parameterwechsel. In diesem Fall ist insbesondere a(U) = a(U).

Die folgenden zwei Beispiele liefern ganze Klassen von Flachen:

Satz 3.8. 1. Es sei U C R? offen und f : U — R eine glatte Abbildung.
Dann ist ihr Graph

Gy ={y eR* |y = (a, f(z)) fir ein x € U}

eine Fliche in R®. Die Abbildung o : U — R3 mit a(x) := (z, f(z)) ist
eine globale Karte.

2. BEs sei F : R® — R eine glatte Funktion und fiir alle p € F~'(c) sei der
Rang von DF (p) mazimal, also 2. Dann ist F~'(c) eine Fliche.

Mit Satz A.35 besitzt das zuvor gesagte auch eine — zumindest lokale —
Umkehrung, die wir mit dem vorigen Satz wie folgt zusammenfassen.

Satz 3.9 (Darstellungssatz fiir Flichen). Die folgenden drei Charakterisie-
rungen einer Teilmenge M C R? sind dquivalent:

1. M st eine Fliche.
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2. Zu jedem Punkt p € M gibt es eine offene zusammenhdngende Umge-
bung N C M und eine offene Teilmenge U C R?, sodass N der Graph
einer Abbildung f : U — R ist (gegebenenfalls nach Umsortierung der
Koordinaten).

3. Zu jedem Punkt p € M gibt es eine offene Umgebung N C M, eine
offene Menge V. C R3 mit N C V und eine Abbildung F : V — R,
sodass N = F~1(0).

Etwas plakativ kann man sagen: Eine Fliche M C R? lisst sich lokal

e als Bild einer Parametrisierung o : R — R3 oder
e als Graph einer Abbildung f : R? — R oder

e als Nullstellenmenge einer Abbildung F : R3 — R

darstellen.

Definition/Satz 3.10. Es sei M C R3 eine Fliche und p € M. Weiter sei
a: U — R3 eine Parametrisierung der Fliche mit p € a(U). Mit p = a(u)
st die Menge

T,M := Bild(Dya) = spang { Oa ), Do }

w(u)a W(U)

unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung. Die Menge T, M heifst der
Tangentialraum der Fliche M im Punkt p. Die Vektoren v € T,M heifen
Tangentialvektoren.

Satz 3.11. Ist die Fliche M C R"™ als Nullstellenmenge einer Abbildung
F:R3 > U — R gegeben, dann gilt

T,M = ker(DF(p))
fir alle p e M.

Bemerkung 3.12. Es sei v, € T,M und a : U — M eine Parametrisierung
um p mit a(u) = p. Dann lésst sich v, in der Basis gemé&fl Definition/Satz

1
3.10 darstellen, das heifit es gibt v = (52> € R?, sodass
. 10«

vp=Dya-U=0v —(u)

oul

oo
’U2 w (U) .
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Ist nun @ = ao¢ : U — M eine Umparametrisierung mit ¢(i) = u, so

s1
. 2 0 . . -
hat v, fiir einen Vektor o = ( 2) € R? in der Parametrisierung & die

0
Basisdarstellung
- o0& dax
= ~1 A ) N
vp =Dy 0 =170 50l (@) + 0 952 (@)
Schreiben wir ¢ = (¢!, ¢?) mit ¢' : U — R, so ist
00 5 09 0% 5 097
1_ a1 2 2 A1 2
V=0 o () + 902 (a), V=0 o (@) +0 502 (1)
bzw.

3.2 Differenzierbarkeit

Satz 3.13. Es sei M C R? eine Fliche und o : U — M eine lokale
Parametrisierung. Sei weiter V. C R™ offen und f : V. — R3 mit f(V) C
a(U) € M. Dann ist f genau dann glatt, wenn o' o f : V — R? glatt ist.

Folgerung 3.14. Ist M eine glatte Flache und sind «; : U; — M fiir
i = 1,2 zwei lokale Parametrisierungen mit oy (U1) N ag(Us) # 0, dann ist
P12 = agloal : Uy — Uy glatt. Hierbei ist Uy, = a,;l(al(Ul)ﬂag(Ug)) C U
fir k=1,2.

Die Abbildung 12 bezeichnet man auch als Ubergangsfunktion der Paramet-
risierungen a1, ag — siehe dazu auch Definition 3.7 und Abbildung 12.

Definition/Bemerkung 3.15. e Sei M C R3 eine glatte Fliche und
f: M — R™ eine Abbildung. Die Abbildung f heifit glatt um p, wenn
es eine Parametrisierung o : U — M mit p € «(U) gibt, sodass
foa:U — R" glatt ist.

o f heifit glatt, wenn f glatt um p ist fiir alle p € M.

e Diese Definition ist unabhingig von der gewihlten Parametrisierung.

Bemerkung 3.16. Oft werden wir fiir eine Abbildung f : M — R"™ nach
der Wahl einer Parametrisierung « : U — M sprachlich nicht zwischen den
Funktionen f|a(U) ca(U) - R" und foa:U — R" unterscheiden. Wollen

wir den Unterschied jedoch betonen, so schreiben wir auch f(@ fiir f o o
Diese Notation wird sich als niitzlich herausstellen.
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Abbildung 12: Ubergangsfunktion

Satz 3.17. Sei M C R3? eine glatte Fliche und f : M — R™ eine Abbildung.
Dann ist f genau dann glatt um p € M wenn es eine offene Menge V C R?
mit p € V und eine Abbildung f:V — R™ mit f‘an = f‘MﬁV gibt, sodass

f glatt ist.
Definition 3.18. Es seien M;, My C R3 Flichen und f : M; — M, eine
Abbildung.
1. f heit glatt, wenn es lokale Parametrisierungen «; : U; — M; gibt,
sodass a;l o foay: U — Us glatt ist.

2. f heifit Diffeomorphismus, wenn f bijektiv ist, und wenn f und f~!
glatt sind.

Bemerkung 3.19. e Definition 3.18 ist unabhéngig von den gewéhlten
Parametrisierungen.
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e Definition 3.18 ldsst uns zwar entscheiden, ob eine Funktion differen-
zierbar ist, aber sie sagt uns nicht, was die , Ableitung” bzw. das
,Differential® einer solchen Abbildung ist. Eine Idee bekommen wir
aber schon, wenn wir uns das folgende Diagramm anschauen

Duf

Dy R? R? Dy
.M — \aiT M.
piL )2

hierbei ist « = a7} (p) und @ = a3 (f(p)) = f(u).

Definition 3.20. 1. Eine (glatte) Abbildung X : M — R3 heifit (glattes)
Vektorfeld auf M.

2. Ein Vektorfeld X auf M heifit tangential, wenn X (p) € T, M fiir alle
peM

3. Ein Vektorfeld X auf M heit normal, wenn X (p) L T,M fiir alle
peM.

Bemerkung 3.21. Ist a : U — M eine lokale Parametrisierung von M und
X ein Vektorfeld auf M, so bezeichnet man X o« auch als lokales Vektorfeld.
Man identifiziert dabei oft X}a(U) ca(U) > R3und X oa: U — R3. Wenn

wir den Unterschied betonen wollen, dann schreiben wir auch X (@) statt
Xoa.

Insbesondere ist X genau dann glatt, wenn X (@) glatt ist.

Satz 3.22. Es sei M C R® ein Fliche. Ist X : M — R? ein glattes,
tangentiales Vektorfeld und o : U — M ein lokale Parametrisierung, dann
gibt es glatte Funktionen X1, Xs : a(U) — R derart, dass

X(0) = Xa(p) 5 (07 (9) + Xap) om0~ (0)).

Die X; oder auch die Abbildungen XZ.(a) =X, 0oa:U — R nennt man die
Koordinaten des Vektorfeldes in der Parametrisierung c.

Bemerkung 3.23. 1. Die Darstellung im obigen Satz 148t sich ebenfalls
lesen als

«o « oo a oo
X () = X{™ (u) 5o () + X5 () 55 (u)

mit u € U.
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. (@)
2. Schreiben wir X (@) = (?%a)> : U — R2 und

2

(Prwamw) (3o 2w
(5 5) (Gt 50)
—(Dye)" Dya

so lassen sich die X; geméf

X () = (I, !

a(u

))_1 : (Dua) - X(a(u))

berechnen.

Satz 3.24. FEs sei X ein tangentiales Vektorfeld auf der Fliche M und
a:U — M, B:V = M zwei Parametrisierungen mit Ubergangsfunktion
¢=pF"roa=(¢1,0): U— V.0 Sejen weiter X; und X; die Koordinaten
von X beziiglich o und B so gilt firi=1,2

F oy _ 09

0o
i) = :

s (™' (p)X2(p)

(o (p) X1(p) +

oder kiirzer

X(p) = D1y - X (p).

Bemerkung 3.25. In Termen der Funktionen XZ-(ﬁ) =X;03:V =R bzw.
Xi(a) := X, oa : U — R schreibt sich die Transformationsformel aus Satz

324 firu e U und i = 1,2 als

;i
811,2

X (¢(w)) = 22 ()X () + 22 () X1 (w).

8U1

3.3 Der Tangentialraum und das Differential

Bisher hatten wir den Tangentialraum iiber Parametrisierungen definiert:

(D Dyrch Verkleinerung der Definitionsbereiche von o und 3 diirfen wir annehmen, dass

a(U) = B(V) ist.
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Definition/Satz 3.10. Es sei M C R3 eine Fliche und p € M. Weiter sei
a: U — R? eine Parametrisierung der Fliche mit p € a(U). Dann ist die
Menge

T,M := Im(Dy-1()cx) = spang {gg(a‘l(p)), g;(a_l(p))}

unabhdngig von der Wahl der Parametrisierung. Die Menge T, M heifst der
Tangentialraum der Fliche M im Punkt p. Die Vektoren v € T,M heifen
Tangentialvektoren.

Bezeichnung 3.26. Um etwas Schreibarbeit zu sparen, schreiben wir von
nun an fiir eine Parametrisierung o : U — M einer Fliche M mit p = a(u) €
a(U)

P 0) = 22 o ) = o).
Gegebenenfalls verwenden wir ab und zu die noch platzsparendere Variante
dia(p) == % (p).

Die Definition des Tangentialraums und des Tangentialvektors wollen wir
nun etwas ” geometrisieren”.

Satz 3.27. Sei M C R? eine Fliche und p € M. Sei weiter ¢ : | — €, €[ —
M eine Raumkurve mit ¢(0) = p. Dann ist einerseits ¢'(0) € T,M und

andererseits gibt es zu v € T,M eine Raumkurve ¢ : | — e, e[ — M mit
¢(0) = p und /(0) = v. Das heifit also:
T,M = {v ER3|3c:]—€,¢e[— M:c(0) =p,c(0) =v}
Bemerkung 3.28. 1. Man kann den Tangentialraum auch ausschliefSlich
mit Hilfe von Kurven auf der Fliche definieren. Es sei
Cp:={c:]—€€e[— Ml|e>0,c0) =p,c glatt}.
Hierbei ist wegen Satz 3.13 ¢ genau dann glatt, wenn p = a ! oc:
] — €, e[ — R2 fiir eine Parametrisierung « glatt ist. Auf C,, definieren
wir eine Aquivalenzrelation wie folgt: zwei Kurven ci, ca € C), heiflen
dquivalent, wenn es eine Parametrisierung o um p gibt, sodass die
Vektoren (a~!oc1)(0), (a7t ocp)(0) € R? {ibereinstimmen, d.h.
c1~ ey = (@ toc)(0) = (atoc)(0).
Diese Definition ist unabhéngig von der Wahl der Parametrisierung

und fiir die Klasseneinteilung C)/~. gilt
T,M =Cp/~ .
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2. Den Umweg iiber die Parametrisierung kénnen wir uns sparen und eine
Aquivalenzrelation wie folgt definieren:

c1 ~ cg = c1(0) = 4(0).
Die Klasseneinteilungen Cj,/~, stimmen in beiden Fillen iiberein.

3. Der Vorteil in der ersten Definition der Aquivalenzrelation ist, dass wir
sie allein mit Hilfe der Fldche und nicht mit Hilfe des ihn umgebenden
Raumes erkldren.

Beweisskizze. [Satz 3.27) Wir zeigen T,M C ép und T,M D ép fiir ép =
{veR¥Fc:]—€e[— M:c(0)=p,d(0) =v}.

(,C*) Seiv € T,M, a : U — M eine Karte um p = a(u) und v € R?
mit v = Dy-1,ya(w). Sei weiter ¢ das Bild der Geraden durch o' (p) mit
Richtung @ unter a, also ¢(t) = a(a~!(p) + t15f). Wegen der Offenheit von U
ist a~1(p) + tw € U fiir [t| klein genug, sodass ¢ auf einem Intervall um 0
wohldefiniert ist. Es ist nun ¢(0) = a(a™!(p)) = p und

c(0) = %‘t:(} (a(a™!(p) + tw))

also v € @,.

(,0%) Seinun v € Cp und ¢ : I — M eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v,
die ganz in einer Koordinatenumgebung von p verlduft, also Sp(c) C a(U)
fiir eine Karte o : U — M um p. Sei nun p := o~ loc: I — U und @ := p/(0).
Dann ist

Dt () = (a0 p) (0) = ¢(0) = v,
also v € T),M. g

Beweisskizze. [Bemerkung 3.28] Zum Beweis der Umformulierung von Satz
3.27 geméaf der anschlieBenden Bemerkung 3.28 definieren wir Abbildungen
¢ :T,M — Cp/~und ¥ : Cp/~ — T, M und zeigen dann ¥ o & = idr, s
und @ oW =idg,, .

Es sei zu v € TyM mit v = Dy-1,a(@) die Kurve ¢(t) = a(a(p) + t)
genauso definiert wie im Beweis ,,C“ oben und wir setzen
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Obwohl hier die Definition der Kurve ¢ von der Wahl einer Karte abhéngt,
ist die zugehorige Aquivalenzklasse unabhéingig von dieser Wahl. Zur Be-

grindung seien ¢(t) = a(a ' (p) + t@) und &(t) = @&(@ '(p) + tw) mit

-

v = Da_l(p)oz(u_}) = Dd—l(p)d(’lf)). Dann gllt

(@ toc)(0)=w und (a '0&)(0) = Dsi1p)latod)(d).

Wegen
D1y a(0) = v = D10 0(®) = Dg1(p) (0 0™ 0 @) (D)
= Dafl(/p)oz . Ddfl(p) (05_1 o 64)(16)

stimmen beide Ergebnisse iiberein.

Umgekehrt sei fiir eine Kurve ¢ € [¢] € Cp/~

Die Abbildung ¥ ist wohldefiniert: Einerseits ist ¢(0) € T,M, da &(0) =
Dy-1mya(p'(0)) — analog zum Beweis ,D“ und mit den dortigen Bezeichnun-
gen. Andererseits ist die Abbildung von der Wahl des Reprisentanten ¢ € [c]
unabhiingig, denn fiir ¢, ¢ € [¢] ist per Definition &(0) = &(0).

Es gilt nun

S
o
oy
Il
sy
2
o)

L
S
+
~
5

|
Sl
il
()
fa—
2
Q

L
S
_l_
~+
5

und
® o ¥([c]) = B((0)) = [ala"(p) + ' (0))] = [c].

Hierbei gilt die letzte Gleichheit wegen a0 p = ¢, denn schreiben wir é(t) :=
ala™(p) +0p'(0)), dann ist einerseits ¢(0) = ¢(0) = p und andererseits
&(0) = Dy-1()(p'(0)) = (a0 p)'(0) = ¢/(0), also ¢ ~ c. O

Wegen der groflen Bedeutung fiir praktische Anwendungen fassen wir einen
Teil aus Satz 3.8 und Satz 3.11 noch einmal zusammen:

Satz 3.29. Es sei V C R? offen und F : V — R eine glatte Funktion mit
0 € Bild(F). Fiir M := F~Y(0) gilt:

1. M ist eine Fliche, wenn gradF(p) # 0 fir allep € M.

Frank Klinker
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2. T,M = gradF(p)* = {v € R3| (v, gradF(p)) = 0} — anschaulich: der
Gradient steht senkrecht auf der Fldche.

Wir haben im Abschnitt 3.2 die Differenzierbarkeit von Abbildungen zwischen
Fldchen diskutiert, siehe Definition 3.18. In der anschlieBenden Bemerkung
3.19 haben wir auch das Problem angesprochen, wie ein geeignetes Differenti-
al, bzw. eine geeignete Ableitung gegeben ist. Wir haben dort ein Diagramm
skizziert und die Suche nach einer Abbildung, die dieses Diagramm kom-
mutativ macht, vertagt. Dies wollen wir nun nachholen und uns dazu der
geometrischen Beschreibung des Tangentialraums bedienen.

Definition 3.30. Sei f : M} — M>s eine Abbildung zwischen zwei Fléichen.
Dann ist die Abbildung

dpf : Tle — Tf(p)M2

definiert durch
dpf(v) := (f 0¢)'(0) € Typy Mo

Dabei ist ¢ : | — €,¢[ = M; eine Kurve, die v € T,M; représentiert, d.h.
¢(0) =p und (0) = v.

Das diese Definition mit der Diskussion in Bemerkung 3.19 zusammenpasst,
zeigt der folgende Satz 3.31.

Satz 3.31. Fir f: My — My ist dyf : TyMy — Ty, Mz unabhdngig von der
gewdhlten Kurve. Insbesondere ist die Matrizdarstellung von dy,f beztiglich
zweier Parametrisierungen oy : Uy — My um p bzw. ag : Uy — My um f(p)
gegeben durch

Do-1py(aztofoar).

Mitf:ozglofoalel—)Ug ist das

dpf
Tle Tf(p)MQ
Dartm™ O e
R2 R2
f

)

Das Differential erfiillt insbesondere die Kettenregel.

Frank Klinker
Differentialgeometrie | - Kurven und Flachen



3 GRUNDZUGE DER FLACHENTHEORIE 42

Satz 3.32. Sind f: M1 — Ms und g : My — Ms glatte Abbildungen, dann
ist das Differential der Verkettung go f : My — Ms gegeben durch

dp(g0 f) = dy)g © dpf = TpMy = Ty(p(p)) Ms
denn es ist Du(g/o\f) =Dj,yd0 D.f

dp(gof)

1, My Ty(f(p)) M3
D1y O Dasligsmm™
R2 a;l(P)go'f R2
D.f
Dot @) Doz o)
2
M O R O TysenMs

Doy lirmn

dpf dtp)9

Ty (p)M2

Bemerkung 3.33. (Praktische Berechnung des Differentials.)

Es sei a : U — M) eine Parametrisierung der Fliche M; um p = a(u).

Speziell fiir die Vektoren guo‘i (p) sind Kurven ¢; : | — €, e[ = M; geméB Satz

3.27 gegeben durch

Cl(t) = a(ul +1, UQ) ) Cl(t) = a(ul,u2 + t) 5

also ¢; = a0 p; mit p;(t) = u + té;, siche dazu auch den Beweis zu Satz 3.27.

Es sei f : M; — My eine glatte Abbildung. Dann ist mit p}(0) = é;

it (50)) = (T o) (0) = (o o) (0) = Du(f 0 ) (@)

_O(foa)
= o W

Das heif3t fiir einen beliebigen Vektor w € T, M mit der Basisdarstellung

Frank Klinker
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w = Dya () = wng(p) 23; (p) und @ = <
duf(w) = Dy(f o)) = w 200

Frank Klinker
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4 Geometrie auf Flichen

4.1 Die erste Fundamentalform

Bisher hatten wir die Tangentialrdume an eine Fliche als eine Zuordnung
M > p~ T,M C R? von Vektorrdumen definiert. Im folgenden wollen wir
diese Vektorrdume auf natiirliche Weise mit einem Skalarprodukt versehen.

Definition 4.1. Es sei M eine Flache. Die Einschrankung des Standardska-
larproduktes des R3 auf die Tangentialriume liefert eine Abbildung I, die
jedem p € M eine Bilinearform I, € Bil(T,,M) zuordnet, d.h. fiir v, w € T,M
ist

Iy(v,w) :== (v, w).

Diese Zuordnung, bzw. die Sammlung von bilinearen Abbildungen I,, heifit
erste Fundamentalform von M.

Bemerkung 4.2. 1. Die erste Fundamentalform liefert an jeder Stelle
p € M ein Skalarprodukt Ip,.

2. Es sei a : U — M eine Parametrisierung von M. Dann ist die Ma-
trixdarstellung von I, beziiglich der Standardbasis {%(p), %(p)}
von T, M gegeben durch

I = (Dy-1(

> @) Do)

)

(s (o)
(220250 (o)
T,M x T,M
\

R2 x R2

oder

R

Da=1(pyax D=1

3. Wenn man den Punkt p in «(U) variiert, lassen sich die Eintrége der
Matrix II()a) als Abbildungen von U nach R interpretieren. Wir erhalten

Frank Klinker
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also eine Abbildung I® : U — Bil(R?) ~ MR mit
U Il(f‘) = I(C(Y)) .

Wir benutzen, wie iiblich in der Literatur, manchmal die Bezeichnung

E F
(o) —
- (7 6)-

Definition 4.3. 1. Eine Zuordnung u, die jedem p € M ein k-lineares
Funktional p, € Muly(T,M)

mit E,F,G: U — R.

k-mal

pp : TyM x - <X T,M — R

zuordnet, heiflt glatt, wenn fiir alle glatten, tangentialen Vektorfelder
X1,..., X : M — R? die Funktion

p = pp(X1(p), -, Xi(p))
glatt ist.

2. Eine Zuordnung ®, die jedem p € M eine k-lineare Abbildung ®, €
Muly,(T,M, T, M)

k-mal

&, T,M x - xT,M — T,M

zuordnet, heiflt glatt, wenn fiir alle glatten, tangentialen Vektorfelder
X1,..., X : M — R? das tangentiale Vektorfeld

p— (I)p(Xl(p)v s 7Xk(p)>
glatt ist.

Bemerkung 4.4. 1. 4 und ® sind genau dann glatt, wenn es eine
Parametrisierung gibt, sodass die ,,Matrixdarstellungen*

@ U = Mulpy(R%:R), 5w ™)

und
@ U — Mulp(R%R?), @)y &

glatte Eintrage haben.
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2. Fiir @ ist das dquivalent dazu, dass die beiden k-linearen Funktionale
Usu— @1(‘0’;) € Muly(R?;R) fiir s = 1,2 glatte Eintriige haben.

3. Mit a~!(p) = u € U ist das

o 15
R3 > T,M - (T, M)k d

ol
Dy« (Dya)®

RQ (R2)k
(20.2()

Folgerung 4.5. Die erste Fundamentalform ist glatt.

Bemerkung 4.6. 1. Sind a: U — M und §:V — M Parametrisierun-
gen um p, und ist ¢ := S~ oa : U — V die Ubergangsabbildung, so
gilt

« T
I = (Da=1(y®)" If Da-19

oder mit p = a(u) = S(o(u))

1) = (D) 1), Do

u

2. Es sei @ : U — M eine Parametrisierung und ® : R3 — R3 eine
Bewegung mit ®(z) = Az + b. Weiter sei I(®) die Matrixdarstellung
der ersten Fundamentalform von M beziiglich «. Dann ist Matrixdar-
stellung der ersten Fundamentalform I von M = ®(M) beziiglich der
Parametrisierung & = ® o : U — M gegeben durch

&) _ p(a)

Loy =15
Definition 4.7. Es seien M, M C R3 Flichen mit ersten Fundamentalformen
1,1

1. Essei V C M eine offene Teilmenge von M und f:V — M eine glatte
Abbildung. f heifit lokale Isometrie, wenn fir p € V und v,w € T,M

Ip(va w) = ff(p)(dpf(v)> dpf(w)) .
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2. Ist f: M — M ein Diffeomorphismus der die Eigenschaft aus 1. erfiillt,
dann heifit f eine Isometrie.

Man sagt auch: dass M und M sind (lokal) isometrisch.

Bemerkung 4.8. 1. Die Giiltigkeit der Identitdt aus Definition 4.7.1
lasst sich wie folgt iiberpriifen:

Wir wihlen Parametrisierungen o : U — M und & : U — M, und
testen statt dessen fiir f: =& 'o foa:U — U die Giiltigkeit von

(@) — AT .19 . p f
1) = (Duf)" 1) - Duf -

2. Gibt es Parametrisierungen « : U — M und & : U — M auf der selben
Grundmel}ge, sodass fiir die jeweiligen lokalen Darstellungsmatrizen
Io(zi) = IAO([O(?L) gilt, dann ist die Abbildung &oa~!: a(U) — M eine
lokale Isometrie.

3. Ist f : M — M eine Isometrie und ist o : U — M eine Parametrisie-

rung, dann ist & = foa: U — M eine Parametrisierung von M. Fiir
diese beiden Parametrisierungen gilt dann Punkt 2.

Beispiel 4.9. Gegeben seien die Flichen M = {(z,y,0)|,z,y € R} und

M = {(z,y,2)|2? + y*> = R?}. Weiter sei f : M — M gegeben durch
f(x,y,0) = (Rcos %, Rsin %, y). Dann ist f eine lokale Isometrie:

Wir wihlen Abbildungen o : R2 — M und & : RZ — M mit

a Rcosp
ala,b)=1b], a(t,e)=| Rsing
0 t

mit a(R?) = M und &(R?) = M. Diese liefern (eventuell nach Einschrinkung

des Definitionsbereiches) Parametrisierungen und es gilt I ((53)) = 1 und

@ (1 0 o
If(a,b) = <0 RZ)' Weiter ist

f(a,b) =a'o f(a,b,0) = éfl(Rcos %, Rsin %,b) = (b,

A 0 1
Da,b f = (1 > .
(a,b) L0
Frank Klinker
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Damit gilt wie notwendig

T (&) : (0 £\ (1 0 0 1 10 (@)
(Dianf) If(a7b)D(a’b)f_<1 0) <0 R*)\% 0 0 1)~ lan:

Die Teilfliichen )0, 27 R[ x R x {0} € M und M \ {(R,0,t)|t € R} sind sogar
isometrisch.

Beispiel 4.10. Es seien M und M die Bilder der Flichenstiicke

R cosh(t) cos(s)
a:R? - R?  aft,s) = | Rsinh(t)cos(s)
Rt
und
ucos(v)
a:R2 SR, a(u,v) = | usin(v)
Rv

Nach einer geschickten Umparametrisierung von M kann Bemerkung 4.8.2
verwendet werden, um zu zeigen, dass M und M lokal isometrisch sind.

4.2 Das Normalenfeld und Orientierbarkeit

Definition 4.11. Ist M eine Fliche und « : U — R3 eine lokale Parametri-
sierung, dann heiBt die Abbildung N(® : U — §2 ¢ R3 mit

1 Oa Oa
125 (a) » 2% ()] <8u1(“) " auQ“”)

lokales Normalenfeld von M (bzgl. der Parametrisierung «).

N(@ (u) =

Bemerkung 4.12. Esseien a: U — M und 8 : V — M Parametrisierungen
von M um p und ¢ := S~ loa : U — V die zugehorige Ubergangsfunk-
tion. Sind N : U — R3 und N® : V — R? die zugehorigen lokalen
Normalenfelder, so gilt

N ($(u)) = sign(detwm))zv(“)(u) :

Das folgt aus Dg-1(,)3 = Dg-1(p) (aoa"toB)= D, (D1 p)gb_l oder
2 2 _1
op 8 09;
—(p) = E Dy )i ‘ .
ovJ (p) i:l( B 1(p)¢ J Guz — (911] 3ul ( )

Frank Klinker
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Definition 4.13. Sei M C R? eine Fliche.

1. M heifit orientierbar, wenn es ein glattes, normales Einheitsvektorfeld
gibt, d.h. eine glatte Abbildung N : M — S? C R?® mit N(p) L T,M
fiir alle p € M. Eine solche Abbildung heifit (globales) Normalenfeld.

2. M heifit orientiert, wenn M orientierbar ist und ein Normalenfeld
fixiert ist.

Satz 4.14. M ist genau dann orientierbar, wenn es eine Uberdeckung von
M mit Karten gibt — also einen Atlas —, sodass die Determinanten der
Funktionalmatrizen der Ubergangfunktionen positiv sind.

Beweisskizze. Gibt es so einen Atlas, dann definiere fiir p € M das Vektorfeld
N durch N(p) := N (a~Y(p)) fiir eine Karte a : U — M um p. Dies ist
unabhéngig von der Wahl der Karte, wegen Bemerkung 4.12. Ist umgekehrt
N gegeben und {«; : U; — M };c7 ein Atlas, so dndere diesen wie folgt: Ist
Noa; = N(@) 5o bleibt die Parametrisierung unveréindert, ansonsten ersetze
sie durch &; oder &; geméfl des dritten Punktes der folgenden Bemerkung.
Dann ist der neue Atlas vom gewiinschten Typ. O

Bemerkung 4.15. e Eine Orientierung von M liefert eine Aquivalenz-
relation auf der Menge der Parametrisierungen, deren Klasseneinteilung
aus genau zwei Elementen besteht: Die Menge der positiven Parame-
trisierungen und die Menge der negativen Parametrisierungen.

e Ein Atlas von M, der gemifl Satz 4.14 mit der gewéhlten Orientierung
auf M vertraglich ist, heifit auch ein positiver Atlas.
e Sei o : U — M eine positive Parametrisierung. Schreiben wir a=! :

a(U) —» R?* als a™(p) = (u'(p),u*(p)), so sind & : U — M und

a: U — M mit

a'(p) = (—u'(p), v’ (), & '(p) = (u*(p),u'(p))
negative Parametrisierungen.
e Ist eine Fliche orientiert, dann ist das Normalenfeld eindeutig bestimmt.

e Ist N das Normalenfeld und « eine positive/negative Parametrisierung,
so ist
N(p) = N oa(u) = +N@(u)

Frank Klinker
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fiir a(u) = p. Im Fall einer positiven Parametrisierung fallen unsere
lokalen Bezeichnungsweisen geméfl Bemerkung 3.21 und Definition 4.11
und also zusammen.

e Essei @ : R? — R3 eine Bewegung mit ®(x) = Az + b und N@ die
lokale Darstellung des Normalenfeldes auf M beziiglich einer Karte
«a: U — M. Dann ist die lokale Darstellung N(® des Normalenfeldes
auf der Fliche M = ®(M) beziiglich der Parametrisierung & = ® o o :
U— M gegeben durch

N (@(p)) = det(A) AN (p).

Beispiel 4.16. 1. Die Sphire S? ist orientierbar. Eine Orientierung ist
etwa durch N(p) = mp gegeben, wobei hier p € 82 ¢ R? als Vektor

im R3 interpretiert wird.

2. Der Zylinder Z = {(z,y,2)|2% + y?> = R?} ist orientierbar. Eine

8

ow
N———

1

Orientierung ist gegeben durch N(p) = 5 fir p = (z,y,2) € Z.

3. Bs sei /' : R® — R eine Abbildung mit 0 € Bild(F) und es sei
M := F~1(0). Dann ist M eine Fliche, wenn gradF(p) # 0 fiir alle
p € M, siehe Satz 3.29. Solche Fliachen sind orientierbar, und eine
Orientierung ist gegeben durch N(p) = MgradF (p). Die beiden
ersten Beispiele sind von diesem Typ.

4. Das Mobiusband ist nicht orientierbar. Es sei « eine rechteckige Karte,
die das Mobiusband ,,bis auf die Klebekante“ iiberdeckt. Dann gilt fiir
ein Normalenfeld N auf diesem Bereich N = N(® . Der Grenzwert von
N(@ gegen die beiden zu verklebenden Rénder hat jedoch entgegenge-
setztes Vorzeichen, sodass es aus Griinden der Stetigkeit keine globale
Abbildung N geben kann.

4.3 Die Weingartenabbildung und die zweite Fundamental-
form

Vorbemerkung: Im Folgenden setzen wir voraus, dass die betrachteten
Flachen orientiert sind. D.h. M ist orientierbar und wir haben eine Uber-
deckung mit Karten, die die Eigenschaft aus Satz 4.14 haben.

Frank Klinker
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Unabhéngig davon sind die Ausdriicke, die wir einfiihren werden, ebenfalls fiir
Flichenstiicke definiert. Zur Wiederholung: Fliachenstiicke sind Abbildungen
a:U — a(U) C R? mit rg(Dy,a) = 2 fiir alle u € U mit U C R? offen. Diese
unterscheiden sich von den Parametrisierungen einer Flache dadurch, dass sie
nicht notwendig injektiv sein miissen. Fléchenstiicke sind insbesondere immer
orientierbar. Weiter haben Sie die Eigenschaft, dass es zu jedem Punkt v € U
eine Umgebung U C U gibt, sodass a(U) C R? eine Fliiche mit globaler
Parametrisierung o/ ist.

Bemerkung 4.17. Es sei N : M — S? das Normalenfeld der orientierten
Fliche M. Dann ist dessen Differential durch d, N : Ty M — Ty S? gegeben.

Sei o : U — M eine Parametrisierung um p. Dann ist N(® = Noa : U — S2,

sodass -
oo ON\®

siehe auch Bemerkung 3.33. Wir nutzen auch hier die abkiirzende Schreibweise
ON ()  ON@& 1
au (P) =T (@ (p)).

Wegen || N| =1 ist

0
ou?

(N@), Ny — 2< auj’N(a)> _0

fiir ¢ = 1,2. Somit ist N(p) orthogonal zum Bild

ON@)  gN(a)
de(TpM):spanR{ S0l (p), 902 (p)}

Andererseits ist das orthogonale Komplement von N(p) der Tangentialraum
T,M, sodass das Bild von d,N im Tangentialraum 7,M enthalten. Wir
konnen d, N daher als Selbstabbildung auf 7,,M interpretieren:

dpyN : T,M — T,M .
Definition 4.18. Die Abbildung L, : T,M — T,,M mit
Ly(v) = —d,N(v)

heiBt Weingartenabbildung der Fliche M .(%)

() Julius Weingarten (1836-1910)
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Bemerkung 4.19. 1. In einer lokalen Karte o : U — M sei u := a~(p).
Dann hat L, die Matrixdarstellung LELO‘) mit

Dyao L™ = —D,N®

wegen
TpMi>TpM
DWT 5 TDW
R? R?
A

2. Die Abbildung L : p — L, ist glatt im Sinne von Definition 4.3.2, da

U — Lq(ta) glatt ist.

Definition 4.20. Die Abbildung II, die jedem p € M durch
IIP(Uﬂ w) = IP(LP(U)ﬂ w)

eine bilineare Abbildung II,, : T,M x T,M — R auf T,M zuordnet, heifit
zweite Fundamentalform der Fliche M.

Satz 4.21. 1. L, ist selbstadjungiert beziiglich I,
2. 1I,, ist symmetrisch.
3. 1II : p— II, ist glatt im Sinne von Definition 4.3.1.

Bemerkung 4.22. Es sei o : U — M eine Parametrisierung von M. Dann
iibertragen sich die Punkte aus dem Satz wie folgt.

1. Die Selbstadjungiertheit von L, beziiglich I, — oder dquivalent dazu
die Symmetrie von II,, — ist gleichbedeutend mit der Giiltigkeit von

ON® 9o\ _ JON® da\ [\ o
out Toui |\ oul Tout /] T ouioud /|

2. Beziiglich einer Parametrisierung benutzen wir manchmal auch hier
die in der Literatur gebréuchliche Bezeichnung

@ = <€ m>
m n
Frank Klinker

Differentialgeometrie | - Kurven und Flachen




4 (GEOMETRIE AUF FLACHEN 53

mit den glatten Funktionen £, m,n : U — R mit

Fote! Fote) Fote!
(= ( N@® T = — (N = — (N T =
< ’ 8(u1)2> o < dutouz)’ " 7 0(u2)?

Damit ist dann

L@ = (plen=1pl) =

1 Gl{—Fm Gm—Fn
EG—-—F2\Em—-F{ En—Fm)

3. Es sei @ : R® — R? eine Bewegung mit ®(z) = Az + b und 1™, L(*)
seien die Matrixdarstellungen der zweiten Fundamentalform und der
Weingartenabbildung auf M beziiglich einer Karte o« : U — M. Dann
sind die entsprechenden Matrixdarstellungen )i (a), L@ fiir die Fliche

M = ®(M) beziiglich der Parametrisierung & = ®oa : U — M

gegeben durch

Il = det(A)I, L) = det(A)ALLIAT.

Definition/Bemerkung 4.23. Man definiert nun analog zur zweiten Fun-
damentalform die dritte Fundamentalform durch

I (v,w) = Ip(Lp(v), w) = Ip(L;Q;(U)a w) = Ip(Ly(v), Lp(w)) .
Diese ist linear abhéingig von I, und II;,, denn es gilt

[T, — Spur(Ly) T, + det(L,) I, = 0.

4.4 Krimmung

Es sei ¢ : I — M C R? eine regulire Kurve auf der Fliche M. Dann ist
d(t) € T,y M und mit t := G ist durch

= Tem
t'(t) = [I'(t)]| x(t) (t)

der Normalenvektor n(t) der Kurve definiert — zumindest dort, wo x(t) # 0
ist. Der Vektor n ist in der Regel nicht tangential. Seine Normalkomponente,
genauer die von t’, ist durch

(t'(t)norm = (t'(£), Neo))Neqry = I/ () [15(2) (n(t), Negry) Negey

)¢ ist also insbesondere eine Raumkurve. Diese muss allerdings nicht notwendigerweise
eine Frenetkurve sein.
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gegeben. Es bezeichne 0(t) den Winkel zwischen n(t) und N, also

cos(6(t)) = (n(t), Negr)) -

Die obige Diskussion motiviert nun die Einfithrung der folgenden Gréfle, die
jedoch auch definiert ist, wenn (t) = 0:

K (t) = r(t) cos(B(t)) .

kn(t) ist invariant unter Umparametrisierung der Kurve, also insbesondere
unabhéngig von der Orientierung der Kurve. Sie &ndert jedoch ihr Vorzeichen,
wenn man die Orientierung der Fliche &ndert, siehe Abbildung 13.

Abbildung 13: kn(t)

¥ (to) = [I¢/(to) [ (to)n(to)
Bemerkung 4.24. xy(t) erfiillt
(1), (1)
T (¢(8), (1))

Dies héngt fiir ein festes ¢y € I nicht von der Form der Kurve ¢ ab, sondern
lediglich vom Punkt p = ¢(t9p) und vom Tangentialvektor ¢/(¢y) in p, d.h.
kn(to) = kn(to) fiir Kurven ¢, ¢ mit ¢(tg) = ¢(to) und '(tg) = & (to).

KN (1)

Frank Klinker
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Die letzte Bemerkung motiviert die folgende Definition.

Definition 4.25. Es sei M ein Fliche v € T,M \ {0} ein Tangentialvektor
in p € M. Dann ist die Normalkrimmung in p in Richtung v definiert durch

I, (v, v)
kN (p,v) == Lo °
Bemerkung 4.26. e Die Berechnung von kx(p,v) geschieht entweder

iiber den obigen Quotienten oder — nach Auswahl einer Kurve ¢ auf M
mit ¢(tg) = p und ¢ (tg) = v — iiber kn(p,v) = kN (to)

e Eine ausgezeichnete Kurve erhélt man, wenn man die Ebene F, , :=
p + span{v, N, } mit M schneidet. Zumindest in einer Umgebung von
p liefert das eine ebene Kurve ¢y mit c¢n(0) = p und ¢ (0) = v. Diese
Kurve heifit Normalenschnitt der Fliche im Punkt p. Diese Kurve erfiillt
insbesondere n(0) = =N, also §(0) € {0, 7}. Ist k(0) # 0 die (ebene)
Kriimmung der Kurve ¢, so ist |£(0)| ihre Kriitmmung als Raumkurve.
Dann gilt |kn(p,v)| = |£(0)] und cos(6(0)) definiert das Vorzeichen.

e Ist ¢ nun eine weitere ebene Kurve auf M mit c¢(tgp) = p mit Tan-
gente p + spang{v}, dann liegt diese insbesondere in der Ebene p +
spang{n (), v} so sind wir in der folgenden geometrischen Situation,
die wir im zweiten Punkt von Satz 4.27 formulieren.

Die obige Diskussion liefert zusammenfassend den Satz von Meusnier:*)

Satz 4.27. 1. Die Normalkrimmung kn(p,v) ist unabingig von der zur
Berechnung benutzten Wahl der Kurve mit ¢(0) = p und ¢ (0) = v.

2. Die Krimmungskreise aller ebenen Kurven, die man als Schnitt von
M mit einer Ebene erhdlt, deren einer Richtungsvektor durch v €
T, M wvorgegeben ist, liegen alle auf einer Kugel. Diese Kugel hat den

1
Mittelpunkt p+ N (p) und den Radius ———, siche Abbildung
R RN (p> ’U)

b
N(p,'U>
14.

Bemerkung 4.28. Die Abbildung xn(p,-) : T,M — R erfillt fiir alle
v e T,M und r € R\ {0} die Gleichung

kN (p,mv) = K(p,v) .

) Jean Baptiste Marie Charles Meusnier de la Place (1754-1793)
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Abbildung 14: Der Satz von Meusnier

N(p) p + spang{N(p), n(to)}
n(to)

1
M fvtrar Y (P)

0ito)

T,M

p = c(to)
Die Kurve c erfiillt ¢/(tp) = v und v € T,M steht senkrecht
auf der sichtbaren Ebene.

Somit kann man xy(p, -) als Funktion auf der kompakten Menge S ~ {v €
T,M |||v]|? = 1} auffassen. Weiter ist

Lp(Lp(v), )

I, (v,v)

der Rayleigh-Quotient der selbstadjungierten Abbildung L, : T,M — T,M,
siehe Definition/Satz A.21.

HN(pa U) =

Folgerung 4.29. Es sei M eine Fliche und xn(p,-) : T,M — R die Normal-
kriimmung im Punkt p. Die Eigenwerte 1 (p), k2(p) der Weingartenabbildung
L, sind durch das Maximum und das Minimum der Normalkriimmung gege-
ben.

Definition 4.30. Es sei M eine Flidche und L, die Weingartenabbildung im
Punkt p.

1. Die Eigenwerte 1 (p), k2(p) von Ly, heiflen Hauptkrimmungen von M
im Punkt p.

2. Die Eigenvektoren von L, — bzw. deren linearen Hiillen — heiflen Haupt-
krimmungsrichtungen.
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3. Eine Kurve ¢ : I — M heifit Krimmungslinie, wenn fiir alle ¢ € I der
Vektor ¢/(t) € Tepy M eine Hauptkriimmungsrichtung im Punkt c(t) ist.

Folgerung 4.31. Eine reguldre Kurve ¢ : I — M ist genau dann Kriim-
mungsline, wenn es eine glatte Funktion f : I — R gibt, sodass (N o ¢)'(t) =
f(t)c (¢) fir alle t € 1.

Das folgende Beipiel ergénzt das Beispiel 3.5.

Beispiel 4.32. Es sei M die Rotationsfliche mit erzeugender Kurve v =
(p,2): I — R? d.h.
p(t) cos ¢
a(t,p) = | p(t)sing

z(t)

Dann gilt
Do pl(t) Cos ¢ da —p(t)singp
5 = | AWsine ), 5 p(t)cos g
2 (t) 1.4 0
und damit
det(I, Lol = 2oy o)
e (,sO) =p O[O

Die Komponenten der ersten Fundamentalform, der Normalenvektor und die
Komponenten der zweiten Fundamentalform sind gegeben durch

Elt,e) =V OI?, F(t,e)=0, G(t,¢)=p(t),
. 1 ’/(t cos
0= am |\~
e _ )2
Ut o) = IV (@®)[7k(t), t,p) =0, n(t,p) = TIOIR

wobei k die Kriimmung der ebenen Kurve v bezeichnet. Damit berechnet
sich die Weingartenabbildung zu

K(t) 0
Legy=| ¢ _z0 |-
POV @]

Insbesondere sind die Koordinatenlinien ¢, (s) = af(to,s) und cyy(s) =
a(s, po) auch Kriimmungslinien.
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Definition 4.33. Sei M eine Fliche und L, die Weingartenabbildung im
Punkt p.

1. Als Gauf-Krimmung von M in p bezeichnen wir die Determinante der
Weingartenabbildung wir und schreiben

K(p) = det(L,) = ri(p)k2(p) .

2. Als mittlere Kriimmung von M in p bezeichnen wir die H&lfte der Spur
der Weingartenabbildung und wir schreiben

H(p) = 3Spur(Ly) = 5 (s1(p) + ma(p)

Bemerkung 4.34. 1. Die Berechnung der Hauptkriimmungen, der
GauB-Kriimmung sowie der mittleren Kriimmung geschieht nach Aus-
wahl einer Karte. Die berechneten Werte sind dann unabhingig von der
gewéhlten Karte.®) Insbesondere sind die Funktionen x1, ro, K, H :
M — R glatt.

2. Es ist
_ det(1I)

K(p) = — P
P) = 4et@,) -
wobei die Berechnung wieder mit Hilfe einer Karte geschieht und man
I, bzw. II, durch die Matrizen I\, | bzw. II\%), - darstellt.

a~!(p)
3. K héngt nicht von der Wahl der Orientierung, also der Wahl eines
Normalenfeldes, ab. H &ndert bei Umorientierung der Fldche sein
Vorzeichen.

4. Da die Weingartenabbildung bei geeigneter Wahl der Koordinaten-
systeme vor und nach der Anwendung einer positiven Bewegung die
gleiche Matrixdarstellung hat, sind die Krimmungsgréfien unter po-
sitiven Bewegungen invariant, vergleiche Bemerkung 4.22.3. Ist also
® : R? — R3 mit ®(x) = Az + b eine positive Bewegung, dann gilt
fir die Kriimmungsgroflen k1, ko, K, H von M und &1, /‘%Q,K,ﬁ von
M = ®(M)

k1(p) = R1((p)), ra(p) = R2(2(p)),

~

K(p) = K(®(p)), H(p)=H(P(p)).

& Ein Wechsel des Koordinatensystems liefert einen Basiswechsel im Tangentialraum
und die Kriimmungsgrofen sind als Invarianten einer linearen Abbildung definiert.
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Allgemein gilt fiir die Normalkriimmungen sy, &y:

kN (p,v) = kN (2(p), Av)

und die Eigenvektoren der Weingartenabbildungen sind iiber v = Av
verbunden.

Definition 4.35. Sei M eine Fliche und p € M. Dann heifit p

elliptisch K(p) >0
hyperbolisch K(p) <0
parabolisch <= < K(p)=0und L, #0
Flachpunkt L,=0

Nabelpunkt k1(p) = ka(p)

Insbesondere ist ein Nabelpunkt entweder elliptisch oder ein Flachpunkt und
fiir die Weingartenabbildung gilt dann L, ~ id.

Bemerkung 4.36. Ist a : U — M eine Parametrisierung der Fliche M um
p = a(ug), dann gilt fiir die Entwicklung von o um wg

Ja Oa
a(u+up) = afug) + Ulw(uo) + UQWwO)
1 5 0%a 1 s 0%

+ 5(“1) a(ul)z (Uo) + 5(”2) a(ug)Q (UO)
2

0“a
+ Ullﬂm(“o) + f(u)

J (“3 = 0. Betrachten wir nun das Skalarprodukt mit N(p), so

mit lim
u—(0,0) Il
ergibt sich bis zur Ordnung 2

1

<N(a)(p),a(u +ug) — a(u0)> = % <52>T111§a> <Z;> :

Fassen wir nun die Tangentialebene als Koordinatenebene auf mit Koordina-

tenachsen %(p) und %(p) und RN (p) als dazu senkrechte Achse, dann ist
M um p in zweiter Ordnung ein Graph in diesem Koordinatensystem. Die

Schnitte des Graphen mit zu der Koordinatenebene parallelen Ebenen sind

die Quadriken
1 (" o [(u!
e 6 o0 ()]
Frank Klinker
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Eine solche Quadrik heifit auch Dupinsche Indikatriz.

Die Quadriken Q¢ sind Ellipsen bzw. Hyperbeln, wenn p elliptisch bzw.
hyperbolisch ist, siche Abbildung 15.(i)

Ist p parabolisch oder ein Flachpunkt, so ldsst sich der Verlauf der Fliache
lokal nicht mit Hilfe der Entwicklung zweiter Ordnung beschreiben. Vergleiche
etwa die Fliche die bei Rotation der Funktion y = 2 — 2* fiir v € | — 1,1]
um die z-Achse entsteht (genauer dem Punkt zu z = 0), mit dem Zylinder
iiber der ebenen Kurve y = 1+ v/1 — 22 (genauer dem Punkt zu z = 0).

Abbildung 15: Elliptischer bzw. hyperbolischer Punkt

Satz 4.37. Ist M eine zusammenhdngende Fliche, die nur aus Nabelpunkten
besteht, so ist M Teimenge einer Sphdre oder einer Ebene.

Beuweisskizze. Es sei a: U — M eine Parametrisierung und p € a(U). Dann

ist fiir alle w € T,M laut Voraussetzung d,N(w) = A(p)w. Schreiben wir

w = wl%f(p) + wQ%(p) und setzen (w!,w?) = (1,0),(0,1), dann ist das

ON(@) dax ON (@) dax
W(p) = A(P)ﬁ(p a2 P =A p)ﬁ(ﬁ)-

Ableiten des ersten Ausdruck nach u2 und des zweiten nach u! liefert mit

dem Lemma von Schwarz %% = %% und wegen der linearen Un-

i) Dje Grafiken sind aus der Mathematischen Modellsammlung der Technischen Univer-
sitidt Dresden iibernommen: http://www.math.tu-dresden.de/modellsammlung/
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abh#ngigkeit schliefflich % = % = (0. Damit ist A‘Q(U) = const und, da M
zusammenhingend ist, sogar A = const auf ganz M.

Ist nun A = 0, so ist aN(f) = 8(]9\5;1) = 0 also N(@ = Ny = const und wie

oben sogar N = Ny. Damit ist dann M C p + {z | (z, Ny) = 0}.
Ist A # 0, dann hat die Abbildung X =idy — 1N die lokale Form X(®) =

. (a) (o) .o
a— %N(a) und es gilt E%(uj = 6u] + ,1\853‘\;] = 0 fiir j = 1,2. Nun folgt
X(@) = Xy = const und wieder wie oben sogar X = X. Damit ist dann
Ip — Xo||? = 5% also M C SQ%(XO). 0 O

Kriimmungslinien waren definiert, als diejenigen Kurven entlang derer sy
maximal bzw. minimal ist. Analog dazu schauen wir uns als néchstes Kurven
an, entlang derer xy verschwindet.

Definition 4.38. Es sei M eine Fliche.

1. v € T, M heifit Asymptotenrichtung, wenn ky(p,v) = 0, also

II,(v,v) = I,(Lp(v),v) = 0.

2. Eine Kurve ¢ : I — M heifit Asymptotenlinie, wenn ¢'(t) € Topy M fiir
alle t € I eine Asymptotenrichtung ist.

4.5 Beispiel: Regelflichen

Definition 4.39. Es sei ¢ : I — R3 eine Kurve und v : I — R3\ {0} ein
Vektorfeld. Wenn durch die Abbildung

a:IxR—R3, a(t, s) = c(t) + sv(t)

ein parametrisiertes Flachenstiick definiert ist, so heifit dieses Regelfiiche.
Die Kurve ¢ heifit Leitkurve und die Gerade E; := R - v(t) heifit Erzeugende.

Bemerkung 4.40. Die Abbildung « definiert lokal um den Punkt «a(s,t)

ein Féchenstiick, wenn

”ts )| = 1) + s x w0)]] £ 0.

Beispiel 4.41. 1. Zylinder: v(t) = vo.
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cost 1
Z.B. liefert ¢(t) = | sint | und vo = [ 0 |, also
0 1
s+ cost
a(t,s) = sint ,
s

einen schiefen Zylinder iiber der Kreislinie in der xy-Ebene, sieche
Abbildung 16(a).

2. Kegel: v(t) = c(t) — vy.

cost 0
Z.B. liefert ¢(t) = | sint | und vo = [ 0 |, also
0 1
(s +1)cost
a(t,s)=| (s+1)sint | ,
—$

einen Doppelkegel mit Spitze im Punkt (0,0, 1), siehe Abbildung 16(b).
In der Spitze zum Parameter s = —1 gilt insbesondere (¢’ +sv') x v = 0.

3. Tangentenfliche: v(t) = c(t).

cost
Z.B. liefert die Schraubenlinie ¢(t) = | sint |, also
t

cost — ssint
a(t,s) = | sint + scost | ,
t+s

die so genannte Schraubtorse, siehe Abbildung 16(c). Fiir diese Abbil-
dung gilt (' +sv") xv = sv’ x v, sodass entlang der Leitkurve, Parameter
s = 0, das Bild von « keine Fldche ist. Dies ist eine Eigenschaft, die
fiir alle Tangentenflichen gilt.
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Abbildung 16: Spezielle Regelflichen

(a) Zylinder

Bemerkung 4.42. 1. Das Bild von o muss nicht unbedingt eine Fléche
sein. Auch wenn das Bild von « eine Fliche ist, dann muss « keine
Parametrisierung der Fléche sein.

Zum Beispiel liefert

(1+ scos(ét)))

cos(t)
a:R? =R aft,s)= [ (1+ scos( ) sin

(t)

ein parametrisiertes Flachenstiick, also eine Regelfliche. Das Bild ist je-
doch keine Fliche, da es Selbstdurchdringungen hat. Die Einschrankung

des Definitionsbereiches auf R x ] — 3, 3| liefert als Bild eine Fléiche,
némlich das Mébiusband. Die Einschrinkung auf ]0,27[ x | — 3, 3|

liefert sogar eine Parametrisierung eines Teils des M6biusbandes.

2. In speziellen Féllen erlauben wir singuldre Punkte, das sind Punkte in
denen (¢ 4 sv) x v = 0 ist. Siehe z.B. die Spitze des Doppelkegels im

Frank Klinker
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obigen Beispiel 2 oder die Leitkurve als Teilmenge der Tangentenfléiche
im obigen Beispiel 3.

3. Eine Umparametrisierung der Leitkurve ist eine zulédssige Umparametri-
sierung der Fliche. Also darf man ¢ — falls reguléir — als auf Bogenlénge
parametrisiert annehmen.

4. Die Umparametrisierung (¢, s) — (¢, [[v(t)]|s) ist eine zuldssige Umpa-
rametrisierung der Fliche. Also darf man v als normiert annehmen,
sodass v : I — S C R3.

Satz 4.43. Es sei a(t,s) = c(t) + sv(t) mit ||v(t)|| = 1 die Parametrisie-
rung einer Regelfiiche. Dann ist die Leitkurve nicht eindeutig, aber es gibt
ausgezeichnete Leitkurven:

1. Es gibt Leitkurven ¢, fir die & (t) L v(t) ist.
Sei dazu

&) = cft) — < /t ), v(7)>dr> o(t).

0
FEine Anderung von to liefert dann eine parallel verschobene Kurve.
2. Ist ||V'(t)]| # 0 so gibt eine Leitkurve ¢, fir die &(t) L v'(t) ist. Diese

ist eindeutig und unabhdngig von der Leitkurve ¢ mit der man gestartet
ist. Diese nennen wir ausgezeichnete Leitkurve.

Sei dazu @B (0)
c(t),v'(t
é(t) = c(t) — ————o(t) .
[0 ()|

Satz 4.44. 1. Die erste Fundamentalform einer Regelfiiche erfiillt

E = |l + s%[v'||* + 25(c', v")

F=(d,v)+ s, v),

G = vl

2. Die zweite Fundamentalform einer Regelfiiche erfiillt

_det(¢”, ¢, v) + s(det(v”, ¢, v) + det(c”,v',v)) + s* det(v”, v/, v)

14 )
VEG — F?
_det(v', ¢, v)
- VEG-F?’
n=20.
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3. Fir die Gauf-Krimmung einer Regelfidche gilt damit
det(d,v,v")\2
K= _ (%) <0,
EG — F? -
sodass eine Regelfliche keine elliptischen Punkte hat.

Bemerkung 4.45. Es sei die Regelfliche mit Hilfe der ausgezeichneten
Leitkurve parametrisiert und gelte |[v|| = 1. Dann ist ¢ L v und v L v/, also
d x v |v/. Damit gibt es eine Funktion 7, die duch ¢/(t) x v(t) = n(t)v'(t)
definiert ist. In Termen dieser Funktion ist
n(@) [|v' (@)l
ViIR(t) + 82

det(I(t, ) = (2(t) + O und m =

also

2
K=~y

Insbesondere ist 1 konstant entlang der Erzeugenden FEj.

Die Fléche ist singlular — d.h. %—i‘ und %—2‘ sind linear abhéngig — genau in
den Punkten mit n?(t) = s = 0, also in den Punkten c(t) der Leitkurve mit
n(t) = 0.

Insbesondere ist also K = 0 genau auf den Erzeugenden, die durch diese
singuldren Punkte gehen.

Definition 4.46. 1. Eine Erzeugende E; einer Regelfliche heifit torsal,
wenn die Tangentialfliche entlang der Erzeugenden konstant ist.

2. Eine Regelfliche heifit Torse, wenn alle Erzeugenden torsal sind.

Satz 4.47. FEine Erzeugende E; einer Regelfiiche ist genau dann torsal,
wenn K(t,s) =0 fir alle s.

Eine Regelfiiche ist genau dann eine Torse, wenn K = 0, d.h. wenn die
Menge {c/(t),v(t),v'(t)} stets linear abhingig ist.

Der letzte Punkt liefert uns nun die Moglichkeit zur Klassifikation:

Bemerkung 4.48. Die Standard-Torsen sind

1. Zylinder: v(t),v'(t) linear abhéingig

Frank Klinker
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2. Kegel: v(t),v'(t) linear unabhiingig und ¢/(¢t) = a(t)v(t) + B(¢)v'(t) mit
a(t) = B'(t).

3. Tangentenfliche: v(t),v'(t) linear unabhingig und ¢'(t) = a(t)v(t) +
Bt)V'(t) mit a(t) — 5'(t) # 0.

Es gibt Torsen, die Mischformen aus den obigen Standardbeispielen sind.
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5 Innere Geometrie von Fliachen

5.1 Eigenschaften der Richtungsableitung von Vektorfeldern

Es sei M eine Fliche und Y : M — R? ein glattes Vektorfeld. Beziiglich
einer Parametrisierung o : U — M hat seine lokale Variante Y(® =Y o o

die Form
1 O Ly 0o Ox

Oul Ou?
mit drei lokalen Funktionen Y : U — R.

y@ —y L y3N(@

Definition 5.1. Es sei M eine Fliche, p € M und v € T, M ein Tangential-
vektor, dann ist die Richtungsableitung von Y in Richtung v durch

d
DY = 2| (voelt
dt t:O( °o)t)
definiert. Hierbei ist ¢ : | — €, e[ — M eine Kurve mit ¢(0) = p und ¢/(0) = v.

Die Richtungsableitung ist unabhéngig von der Wahl der Kurve ¢ mit den
angegeben Eigenschaften.

Ist v in der Form v = Dafl(p)Oé(Z;) = vlgo‘l( )+ v? 380‘2( ) gegeben und ist

p = a(ugp), so berechnet sich die Richtungsableitung von Y in Richtung v
geméif

D,Y = DY (ug; (%))

dt’t* I (ug + tot, ud + tv?)

2

oy (0 YO0 OV
B RN Y I

2
0 ON
v! Vi _— V3
g ( 8u’8u1 T woe T e )

wobei auf der rechten Seite alles als in p bzw. ug = a~!(p) ausgewertet zu
verstehen ist. Die Normalenkomponente dieser Ableitung ist dann®i)

(D,Y,N) = D,Y? 4 II (v, Y**8)

*iV)Hier und im Folgenden bezeichnen wir fiir eine Funktion f : M — R ihre Richtungs-
ableitung in Richtung v ebenfalls mit D, f.
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wobei Y8 =Y — (Y, N) N hier und im Folgenden die Tangentialkomponente
des Vektorfeldes Y bezeichnet.

Insgesamt liefert das die folgende Bemerkung.

Bemerkung 5.2. 1. Die Richtungsableitung eines Vektorfeldes Y auf M
in Richtung v € T,,M berechnet sich gemif3

2 2 2

O o 0% \tang 3 ;ON

DY = ZDUYZ out + Z Yl (8ui8uﬂ'> + ZY Y oui
i=1 i j

3,j=1 =

+ (DyY? + I (v, Y™ 8))N

2. Ist Y selbst tangential so reduziert sich das zu

D,Y = QDYiaO‘ 2Y”‘ Pa_ e vy
W= DGt Y Y () H0Y)

27.7:
3. Ist Y tangential, so nicht unbedingt D,Y .

Bemerkung 5.3. 1. Ist X ein tangentiales Vektorfeld und Y ein Vektor-
feld auf M, so bezeichnet DxY das Vektorfeld mit

DXy(p) = DX(p)Y .

2. Ist f : M — R eine Funktion, X, Xs tangentiale Vektorfelder auf M
und Y7, Y5 Vektorfelder auf M. Dann gelten die folgenden Rechenregeln:

Dx +x,Y =Dx,Y + Dx,Y,
Dx(Yl + Yz) =DxY1+ DxYo,
D;xY = fDxY,
Dx(fY)= (Dxf)Y + fDxY

) da 0’

4. Sind Y, Z Vektorfelder und X ein tangentiales Vektorfeld auf M, so
gilt
Dx(Y,Z)=(DxY,Z)+(Y,DxZ) .
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Definition 5.4. Sind X und Y tangentiale Vektorfelder auf M, dann be-
zeichnen wir den Ausdruck

[X,Y]=DxY — Dy X
als Kommutator von X und Y.

Satz 5.5 (Eigenschaften des Kommutators). 1. Sind X,Y tangentiale Vek-
torfelder und f : M — R eine glatte Funktion, so ist

[XvY] = —[Y,X],
X, Y]=fIX,Y] - (Dyf)X.

2. Es sei a eine Parametrisierung der Fliche M. Dann gilt fir die lokalen

Basisfelder
da da| _
out’ owl |

3. Sind X undY tangential, so auch der Kommutator [X,Y]. Sind ndmlich

foJel foJel foJel e}
_ 199 2 0O _ yl10a 2 0 :
Y=Y B +Y 2 und X = X Dl + X 92’ so ist
2 . .
0Y7 0X7\ Oa
X, Y] = X'—-Y'— ) —.
X, Y] i;l ( ou ou ) ouw’

4. Sind X,Y und Z tangentiale Vektorfelder, dann gilt

(X, Y], Z] +[[Z, X], Y]+ [[Y, Z], X] =0

5.2 Tensorialitidt, Metrik und 1-Formen

Wir haben uns schon in Abschnitt 4, genauer in Definition 4.3 und Bemerkung
4.4, mit Abbildungen beschiftigt, die eine spezielle Gestalt haben.

Definition 5.6. 1. Wir sagen, eine Zuordnung M > p — &, ist vom Typ
(k,0), wenn es eine festes k gibt, sodass fiir jedes p € M die Abbildung
®,, von der Form

k-mal

O, T,M x ... xT,M—R

ist, sie auflerdem R-linear in jedem ihrer £ Argumente und glatt ist.
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2. Wir sagen, die Zuordnung p — ®, ist vom Typ (k, 1), wenn es ein k
gibt, sodass fiir alle p € M die Abbildung ®, von der Form

k-mal

®,: T,M x ... x T,M — T,M

und R-linear in jedem ihrer k£ Argumente ist.

3. Wir lassen k£ = 0 zu und ersetzen in diesem Fall den Definitionsbereich
durch M.

4. Die Menge aller Abbildungen auf M vom Typ (k,0) bezeichnen wir mit
T& (M), die vom Typ (k, 1) mit T¥(M). Insbesondere ist T = C°°(M)
die Menge der glatten Funktionen auf M und 72(M) = X(M) die
Menge der tangentialen Vektorfelder an M, siehe auch Definition 5.16
und Bemerkung 5.17.

Satz 5.7. Es bezeichne ’tk(M) die Menge aller in jedem Argument C*°(M)-
linearen Abbildungen

C*®(M) fallse=0

& X(M) x...X(M) = {ae(zw) e 1

Beweisansatz: 1) Haben wir eine Abbildung ® € TE(M) so definieren wir
® € TF(M) fiirr X1,..., X € X(M) durch

~

q)(Xla cee an)(p) = q)P(Xl(p)a s 7Xk(p)) .
2) Ist ® € T*(M) gegeben dann definiere ® € TX(M) fiir vy, ..., v, € T,M
durch R

<I>p(v1, e ,’Uk) = ‘I)(Xl, e ,Xk)(p)

mit Xy,..., X, € X(M) mit X;(p) =v; fur alle 1 < j <k.
Dazu miissen wir nun noch zeigen, dass die rechte Seite der Definition nicht
von der Wahl der Vektorfelder abhéngt. Mit anderen Worten, die Auswertung
®(X1,... X}) einer Abbildung ® € 75(M) in p € M hiingt nur von den
Werten der Vektorfelder im Punkt p ab. Der Beweis geschieht ebenfalls
in zwei Schritten: i) Zeige zunéchst, dass ®(Xy, ..., X;) auf einer Menge
U C M verschwindet, wenn eines der Vektorfelder dort verschwindet. ii)
Zeige dann, dass @(X 1., Xk)(p) verschwindet, wenn eines der Vektorfelder
in p verschwindet.
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Definition/Bemerkung 5.8 (Metrik auf einer Fliche). o Es sei g ei-
ne Abbildung, die jedem p € M ein Skalarprodukt auf 7),M zuordnet.
Dann ist insbesondere g € TZ(M). Wir identifizieren g mit Hilfe

des vorigen Satzes mit der zugehorigen C°°-linearen Abbildung®*")
g:X(M) x X(M) — C>®(M).

Solch eine Abbildung g nennen wir Metrik auf der Fliche M.

e Eine Abbildung ® € 77 (M) heifit nicht-entartet, wenn @, nicht-entartet
ist fir alle p, d.h: ist ®,(v, w) = 0 fiir alle w € T,M so ist v =0

e Aquivalent dazu gilt: ® ist nicht-entartet, wenn ®(X,Y) = 0 fiir alle
Y € X(M) so ist X(p) =0 fiir alle p € M.

Beispiel 5.9. 1. Die erste Fundamentalform von M ist eine Metrik auf
der Flache.

2. Es sei M die Fliche die als Nullstellengebilde der Funktion

2

f(wvyaz) :$2+y2—z +1
1 0 0
gegeben ist. Dann ist die Einschrankung der Bilinearform [0 1 0
0 0 -1

des R? auf die Tangentialriume von M eine Metrik auf M.

Definition 5.10. Die Menge Q'(M) := T(M) heifit die Menge der 1-
Formen auf M.

Satz 5.11. 1. Es sei ¥ € T2(M) nicht-entartet und w € QY(M). Dann
gibt es genau ein Vektorfeld X, € X (M) mit

U(X,,Y) = w(Y)

fir alle’ Y € X(M). U definiert einen C*°-linearen Isomorphismus
zwischen X(M) und Q(M).

2. Es sei ¥ € 762(M) nicht-entartet. Dann gilt die folgende unmittelbare
Verallgemeinerung der vorigen Aussage:

U definiert einen Isomorphismus zwischen TF(M) und T (M).

CYWir werden ab jetzt die Abbildung ® € 7.*(M) und ihren Partner in 7. (M) mit dem
selben Symbol bezeichnen. Aulerdem verzichten wir auch bei den Mengen selbst auf den
Akzent.
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Beweisansatz: Da in der definierenden Gleichung beide Seiten nur von
dem Wert von Y im Punkt p abhéngen, schauen wir uns punktweise auf
allen Tangentialriumen die Gleichung V¥, (v,, Y (p)) = wp(Y'(p)) an. Hier
ist dann w,, ein Element das Dualraums (7,M)* von T,M und V¥, eine
nicht-entartete Bilinearform auf 7, M. Es greift nun die folgende Aussage der
linearen Algebra: Eine nicht-entartete Bilinearform auf einem Vektorraum
V liefert einen Isomorphismus zwischen V und V*. Dann ist v, € T,M der
Vektor, der mit Hilfe des durch ¥, gegebenen Isomorphismus dem Element
wp des Dualraums zugeordnet wird. Die Zuordnung X, : p — X, (p) := v,
ist dann ein glattes Vektorfeld.

Bemerkung 5.12. Es sei w € QY(M) und ¥ € TZ(M) nicht-entartet.
Weiter sei a : U — M eine Parametrisierung mit lokalen Vektorfeldern
e = %, eg 1= %, die punktweise die kanonische Basis von T, M liefern.

Wir betrachten die Funktionen w; := w(e;) und wy := w(ez) und die Matrix

(@ deren Eintriige die Funktionen \Ili;)‘) = U(ej, ;) sind. Insbesondere ist ¥
nicht-entartet, wenn diese Matrix in jedem Punkt regulér ist. Dann sind die
Komponenten des lokalen Vektorfeldes Xff" = X'e; + X?ey gegeben durch

(X1, X?) = (wrw0) (€))7

5.3 Die kovariante Ableitung, Zusammenhang und Kriimmung

Definition 5.13. Es sei M eine Fliche, Y ein Vektorfeld und X ein tangen-
tiales Vektorfeld auf M. Der Ausdruck

VxY = (DxY)%""8
heiflt die kovariante Ableitung von Y in Richtung X.
Bemerkung 5.14. Ist Y ebenfalls tangential, so gilt
VxY =DxY —II(X,Y)N.

Satz 5.15 (Eigenschaften der kovarianten Ableitung). FEs sei f: M — R
eine Funktion, Y, Y1, Yo Vektorfelder und X, X1, Xo tangentiale Vektorfelder
auf M. Dann gilt

1. Vixi+x,Y = fVx,Y + Vx,Y ,C*®-Linearitit im ersten Argument®.
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2. Vx(V1 +Y2) = VxY1 + VxYs ,Additivitit im zweiten Argument®.

3. Vx(fY) = (Dxf)Y + fVxY ,Leibnizregel bzw. Produktregel im zwei-
ten Argument*.Cv1)

4. Wegen 2. und 3. ist VxY R-linear im zweiten Argument.
5. Wegen dN (v) € T,M fir v e T,M ist Dx N = dN(X) tangential, also

VxN =DxN = —L(X).

6. Sind Y1,Yo tangential so gilt
Dx (I(Y1,Y2)) = I(VxY1,Y2) + I1(Y1,VxY2)
,, Vertraglichkeit mit der ersten Fundamentalform*.

7. Sind X,Y tangential so ist [X,Y] ebenfalls tangential und es gilt
[X,Y]=VxY —VyX
» Torsionsfreiheit .

Definition 5.16. Wir bezeichnen mit X(M) die Menge der tangentialen
Vektorfelder auf M.

Bemerkung 5.17. 1. X(M) ist ein C*°-Modul. Das heifit:

(a) Die tangentialen Vektorfelder mit der Addition bilden eine Gruppe,

(b) Multipliziert man ein tangentiales Vektorfeld mit einer Funktion,
so erhélt man wieder ein tangentiales Vektorfeld.

Insbesondere ist X(M) ein reeller Vektorraum.

2. Auf X(M) ist durch [X,Y] eine schiefsymmetrische Multiplikation
erkldrt. Diese Abbildung ist R-bilinear und das macht X(M) zu einer
R-Algebra.

3. Gemif Satz 5.5 gilt fiir alle X, Y, Z € X(M) die Identitdt [X,Y], Z] +
[[Z,X],Y]+[[Y, Z], X] = 0. Durch diese zusétzliche Eigenschaft wird
X(M) zu einer so genannten Lie-Algebra.xVi)

D Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716)
(Vi) Marius Sophus Lie (1842-1899)
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Definition 5.18. Eine Abbildung
V:x(M)x X(M) = X(M), V:(X,Y)— VxY,

mit den Eigenschaften 1.,2. und 3. aus Satz 5.15 heifit Zusammenhang auf
der Fliche M.

Satz 5.19. Es sei M eine Fliche und g eine Metrik auf M. Dann gibt es
genau einen Zusammenhang V9 auf M, der mit g vertrdglich und torsionsfrei
ist, d.h.

Dx (9(Y1,Y2)) = g(V4Y1,Y2) + g(Y1,V%Ya),
X, Y] =V%Y - Vi X.

Dieser heift Levi-Civita-Zusammenhang von (M, g).xVii)

Beweisskizze. Man zeigt, dass, wenn dieser Zusammenhang existiert, er die
so genannte Koszul-Formel ®™) erfiillen muss:

§(V4Y. 2) = & (Dx((Y. 2)) + Dy (9(X, 2)) ~ Dz(g(X, V) 0
— (X, [V, Z]) = g(¥,[X, Z]) - 9(Z, [V. X]))

Wir bezeichnen die Funktion auf der rechten Seite mit wxy (Z) und sehen,
dass die Zuordnung X(M) > Z — wxy(Z) € C*®(M) C®>-linear ist und
somit wyy € QY(M). Mit Satz 5.11 sei nun V%Y das eindeutig definierte
Vektorfeld, das mit Hilfe der Metrik g der 1-Form wxy zugeordnet ist. Nun
muss man noch nachweisen, dass die so definierte Abbildung (X,Y) — V%Y
tatséchlich die Eigenschaften 1., 2. und 3. aus Satz 5.15 hat. O

Definition 5.20. Es sei M eine Flidche und V ein Zusammenhang auf M.
Dann heifit RY : X(M) x X(M) x X(M) — X(M) mit

RY(X,Y,Z) = VxVyZ - VyVxZ - Vixy 2
der Krimmungstensor des Zusammenhangs v.

Satz 5.21. FEs sei M eine Fliche mit Zusammenhang V. Dann ist RY €
T3 (M), also C*®-linear in jedem Argument.

Cvii)Tyllio Levi-Civita (1873-1941)
(%) Joan-Louis Koszul (*1921)
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Beispiel 5.22. 1. Essei M eine Fliche. Dann ist die kovariante Ableitung
V der Levi-Civita-Zusammenhang der Fliche beziiglich der ersten
Fundamentalform der Metrik, siehe Definition 5.13 und Satz 5.15.

2. Fassen wir die kovarianten Ableitung der Fliche in diesem Sinne als
Zusammenhang auf, so konnen wir auch ihre Kriitmmung definieren.
Diese bezeichnen wir einfach mit R und sprechen von der Kriimmung
der kovarianten Ableitung.

Bemerkung 5.23. 1. Es sei M eine Fliche und o : U — M eine Para-

metrisierung und es seien Y = Z & g;“i und X = Z Xt gﬁ% die lokalen

Darstellungen der tangentialen ZVektorfelder Y unci X. Dann ist
VxY = z]:X (W +zk:riky ) 5

wobei die ng : U — R als Koeffizienten der kovarianten Ableitung der
Basisvektoren definiert sind:

Ox - Ja
_ J
V% ouk - L oul -’

2. Wir schreiben im Folgenden V,;Y oder D;Y wenn wir in Richtung des

Vektorfeldes gg‘i ableiten. Wegen

Vi

oo <D 8a>tang B ( o )tang
oui ' oud NG I
st
Iy =Th.
3. Wir schreiben fiir die verschieden lokalen Matrizen

IZ-(jq) = 9ij> (I(a))i_jl =g", U@'(f) = hij , Lﬁ?) =L

Dann ist insbesondere ) Ging" = 5? mit dem Kronecker-Symbol )
k

1, fallsi=j

8ii =13 o Z ‘7 Die Beziehung zwischen erster Fundamental-

j
0, fallsi#j

form, zweiter Fundamentalform und Weingarten Abbildung ist dann

L = Z hirg" .
k

%) Leopold Kronecker (1823-1891)
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4. Die Koszul-Formel (1) liefert

1/0gi¢  Ogje  0gij
k _ = Jjt J
Z Tijgre = 2 <6uj + out  Out )

oder

1 gy 0gj0 09
rk - - kZ( il it _ U)
b2 Zg Ou’ + out  out
Definition 5.24. Es sei M eine Flache und o : U — M eine Parametrisie-
rung. Dann heiflen die Komponenten Ff”j : U — R der kovarianten Ableitung

der kanonischen Basis die Christoffelsymbole 1. Art.05Y) Die Christoffelsym-
bole 2. Art sind durch

}(th 9950 Q%j)
2\9ui  out  ouf

definiert. Die beiden Definitionen sind iiber

F?j = ngfrij;g oder I, = ngﬁrfj
E [

Lijie 1=

verkniipft.

Bemerkung 5.25. In der alten Schreibweise mit Hilfe der Komponenten
E, F,G der ersten Fundamentalform lauten die Gleichungen, die die Chri-
stoffelsymbole definieren, wie folgt:

Tua) (B F\ (D) 1 e
INTR \F G I3 2 250 — 52
Poa) (£ F P 1 %
Tne) \F G \rz,) 2\
Tooa) (B F\ (Ty) 1 287 — 5
[ag:0 \r I, 2 s
Bemerkung 5.26. 1. Die lokalen Koordinaten des Kriimmungstensors

R der kovarianten Ableitung sind definiert durch
Oa da Oa ¢ O
<8ul’ oud’ 8uk> zg: Ik oul

() Elwin Bruno Christoffel (1829-1900)
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und lassen sich wie folgt berechnen:

1
arfk arjk

Y4 Y4 /
Ri' = 54 = 55 +Y (TS, — TR, -
m

2. Mit Hilfe von Saitz 5.12 und der ersten Fundamentalform definieren wir
die Abbildung R : X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C*°(M) durch

R(X,Y,Z,T) = I(R(X,Y,2),T).

Da R dual zu R ist, nennen wir ebenfalls R Kriimmungstensor, da
in der Regel aus dem Kontext klar ist, welche Variante gemeint ist.
Beziiglich einer Parametrisierung hat R die Koordinaten

~0a Oa Oa Oo m
Rijkf:R<ﬁ7@7WaW) :;gémRijk .

Satz 5.27. Der Kriimmungstensor der kovarianten Ableitung hat fiir X,Y,
Z,T € X(M) die folgenden Symmetrien

i) R(X,Y,Z,T)=—-R(Y,X,Z,T),
i) R(X,Y,Z,T)=—-R(X,Y,T,Z),
ii) R(X,Y,Z,T)=R(ZT,X,Y),
w) R(X,Y,Z,T)+ R(Z,X,Y, T)+ R(Y,Z,X,T) = 0.

Identitit iv) ist gleichbedeutend mit
R(X,Y,Z)+ R(Z,X,Y)+ R(Y,Z,X)=0.
In Termen der Koordinaten schreiben sich die Symmetrien als

Rijke = —Rjire Rijke = —Rijur
Rijke = Ryeij Rijke + Ryije + Rjkie = 0.

Bemerkung 5.28. Der obige Satz gilt genauso fiir den Kriimmungstensor
des Levi-Civita-Zusammenhangs V9 zu einer beliebigen Metrik g auf M.
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Beweis: Identitét i) folgt direkt aus der Definition. Aus i), ii) und iv) folgt
unmittelbar iii), denn
2R;jke = Rijre + Rijre
—Rjike — Rijo
= Rirje + Rijie + Rjeir + Ruijic -
Nach Vertauschen von ¢ und k sowie j und ¢ erhalten wir

2Rpeij = Ryiej + Rigrj + Rojri + Rjgei
= Rirje + Roijr + Rjpir + Ryjie
also dasselbe. Identitét ii) und iv) rechnen wir mit Hilfe der Eigenschaften
des Levi-Civita-Zusammenhangs nach. Insbesondere benétigen wir die Torsi-
onsfreiheit und die Vertréglichkeit mit der Metrik. Wir diirfen uns wegen der

C*°- Linearitét auf eine lokale Basis beschréinken. So gilt mit der Abkiirzung
€ = a < und mit [e;, ;] = 0 sowie V;e; = Vje;:

Rijke + Ryije + Rjpie
= I(ViVjer,er) — I1(V;Vieg,er) + I1(ViViej,e0) — I(ViVie;, ep)
+ I(V;Viei,e) —I(ViVje;, ep)
= Dil(Vgerer) — LN jers Vier) — Dy LVqer;eq) + 1(Vaers Vier)
+ Dplegrer) — 1(NseysVier) — Dil (Vg eg) + LN ey Vieq)
+ D L(Vgerer) — 1(NpesVier) — DiellNerer) + 1(VjerVier)
=0
sowie
Rijke + Rijox
= I(V;Vjer,er) — I1(V;Vier, er) + I(ViVjep er) — I1(V;Vieg, er)
= D;I(Vjer,er) — I(NsersVier) — DiI(Vieg, er) + I(MiersVier)
+ DiI(Vjeg, ) — I(Nsers¥ier) — DiI(Vieg, ex) + 1(NVsee-V5¢5)
= D;I(Vjey,er) — DjI(Vieg, er) + DiI(Vjep,er) — DiI(Vieg, er)
= DiDler,er) — DillerVier) — DiL(Vseryer) + Dil(Myeryer)
— D;Dil{errer) + DillesViey
=0.
Bemerkung 5.29. 1. Identitét iii) muss man nicht unbedingt nachrech-

nen, denn da der Tangentialraum zweidimensional ist, ist jede alternie-
rende dreifach lineare Abbildung dort trivial. Wir haben hier gezeigt,
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dass iii) unabhéingig von diesem algebraischen Argument aus der Defi-
nition der kovarianten Ableitung folgt.

2. Wegen der vielen Symmetrien, die die R;j; haben, und da die Indizes
nur die Werte 1 und 2 annehmen, hat der Kriimmungstensor lediglich

eine unabhéingige Komponente, etwa Ri212.

Beispiel 5.30 (Fortsetzung von Beispiel 4.32). Es sei wie dort M die

Rotationsfliche mit erzeugender Kurve v(t) = (p(t), 2(t)), also

p(t) cos ¢
a(t,p) = | p(t)sing
z(t)

Mit der ersten Fundamentalform [(®) = <g w9 t@) mit
Jto  Gpp

gm=E=|7|? goup=G=p* g,=F=0

lassen sich die Christoffelsymbole mit Hilfe der Koszul-Formel berechnen:

T = [ IIVII Ty =0, Lipt =0,
Ligip = pp' Copit = —pp/, Logip =0,
oder
Al
It = "7,” : ¥ =0, I, =0,
[od!
/ /
p t pp
rf,=~—, = re, =0.
2% P P ||W/||2 pp

Die einzige unabhéngige Kriimmungskomponente ist

Rtgot(p = ggogoRtgatw
are, oy,
=000 (“ge" — G + Tl + TLTE, Tl — T, )

/ AN /
Py YT p A%
=p2<—> _p2|| /|| *+p2(*>
p VIl o p
/! /_'_Z//Z/
—pp - L2y
[ed!

(Z//p/ _ p”Z/)pZ/
7117
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/iZ
= o ,H(p 1711%)

= —det L' det 1@
= —K det I®

und héngt direkt mit der GauB-Kriimmung der Fliche zusammen.

Bemerkung 5.31. 1. Es seien @ : U — M und a : U — M zwei
Parametrisierungen der Flache M mit a(U) = &(U) und es sei ¢ :=

aloa:U — U die Ubergangstransformation.

Weiter seien g;j, I';j.x und R;jp; sowie g;;, fij;k und Rijkg die Kompo-
nenten der ersten Fundamentalform, die Christoffelsymbole und die
Komponenten der Kriimmung beziiglich a sowie &. Dann gilt mit

Ajt = (Do)';:
8A
”k_ZAmAnAk mng‘i‘Zan Ak ’
£m,n mn
0A;™
= D A4 AT £ D AT S
Rijre = ) A" A" Ak’ A Rynop
m,n,o,p
Rig! = 3 A AT A (AT Ry
m,n,o,p

2. Essei f: M — M eine Isometrie zwischen den Flichen M und M und
a: U — M eine Parametrisierung von M. Weiter seien I';j., I‘” Rijre
und Riﬂf die Christoffelsymbole und Kriimmungskomponenten auf
M beziiglich «. Dann stimmen die entsprechenden Gréflen auf M mit
diesen iiberein, wenn man sie auf M beziiglich der Parametrisierung

a=foa:U— M berechnet, siche Bemerkung 4.8.3.

5.4 Das Theorema Egregium und der Satz von Bonnet

Satz 5.32. Es sei M eine Fliche und V die kovariante Ableitung. Dann
gelten fiir alle X,Y,Z € X(M) die folgenden Gleichungen

1. Die GauB-Gleichungen:
RX,)Y,Z)=1I(Y,Z)L(X) — II(X,Z)L(Y).
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Formulieren wir das in Koordinaten, so liefert das

R’ = hjpLi* — hi L*
oder  Rijre = hjphie — hirhje .

2. Die Gleichungen von Mainardi & Codazzi: (=)
Vx(L(Y)) = Vy(L(X)) - L([X,Y]) =0

Ebenfalls in Koordinaten formuliert ist das

Ohji  Ohgy n Z (Fijhif - Fiihﬂ> =0.
¢

out ou’

Bemerkung 5.33. Gemifl Bemerkung 5.29 hat der Kriimmungstensor nur
eine unabhéngige Komponente, etwa Rjs12. Wegen der GauB-Gleichungen
gilt fiir diese

Ri919 = horhis — h11hoy = — det(II) =-K det(I) .

Satz 5.34 (Theorema Egregium). Es sei M eine Fliche mit Gauf$-Krim-
mung K. Weiter sei R der Kriimmungstensor der kovarianten Ableitung und
1 die erste Fundamentalform. Dann gilt

Ri212

K=— .
det (1

~—

Bemerkung 5.35. Das Theorema Egregium sagt aus, dass die Gau-Kriim-
mung einer Fldche durch die Komponenten der ersten Fundamentalform
beschrieben wird. Mit anderen Worten: Allein durch Langen- und Winkel-
messung auf der Fliche ldsst sich ihre Kriitmmung bestimmen.

Satz 5.36 (Satz von Bonnet®™)). Es sei U = J; x Jo C R? ein offenes
Rechteck auf dem Funktionen g;j,h;j : U — R fiir 1 <i,j5 <2 gegeben sind.
Fasst man diese Funktionen zu zwei 2 X 2-Matrizen zusammen, ndmlich
g = (gij) und h := (hi;), so sei g in jedem Punkt w € U symmetrisch und
positiv definit und h in jedem Punkt u € U symmetrisch. Ferner sollen die
mit Hilfe von g und h berechneten Funktionen®™™) L, Ffj und R;jie die

G Delfino Codazzi (1824-1873), Gaspare Mainardi (1800-1879)

(i) Pierre Ossian Bonnet (1819-1892)

(xV) Dijese Berechnung geschicht etwa mit den Formeln aus Bemerkung 4.22.2, Bemerkung
5.23.4 und Bemerkung 5.26.1.
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Gleichungen von Gauf$ und von Mainardi & Codazzi erfiillen.

Dann existiert ein parametrisiertes Flichenstiick o : U — R3, dessen erste
und zweite Fundamentalform durch g und h gegeben ist, also I'Y) = ¢ und
II®) = h. Dieses Flichenstiick ist dann eindeutig bis auf eine Bewegung im
Raum.

Beweisskizze. Idee: Suche zunéchst %, % und N und integriere diese

anschliefend, um « zu bekommen.

1) gij, hij liefern mit Hilfe der Koszulformel Ffj und direkt L =Y ¢/ khik.
Motiviert durch die Gleichung der kovarianten Ableitung und durch die Defi-
nition der Weingartenabbildung betrachten wir das Differentialgleichungssy-
stem

ON S
auj A Tk

aus 18 Gleichungen fiir die neun gesuchten Abbildungen z1,x2, N : U — R3.
Wir geben Anfangswerte z1(ug) = ai,xa(ug) = a2, N(ug) = az € R3 vor,
wobei

{a1,a2,a3} eine positive Basis, ag L spang{ai,as} mit [jas|| = 1 und
(ai,a;) = gij(uo)

sein soll.

Die Gleichungen von Gaufl und Mainardi & Codazzi sind nun genau die
Bedingungen datfiir, dass das DGL-System eindeutige Losungen x; (u),z2(u)
und N (u) zu diesen Anfangsbedingungen hat.

0
Nun 16sen wir die Differentialgleichung 8704 = x;. Die Integrabilitdtsbedin-
Uj

0 0
gung U _ 92 g wegen der Symmetrie von I' und h erfiillt und eine
8u2 6u1

Losung ist durch

1
a(u) = /0 (a:l(uo +t(u— uo))(u1 — u(l]) + xo(up + t(u — uo))(u2 — u%))dt

gegeben.

Frank Klinker
Differentialgeometrie | - Kurven und Flachen



5 INNERE GEOMETRIE VON FLACHEN 83

2) Es bleibt noch nachzuweisen, dass die erste und zweite Fundamentalform
von « jeweils durch g und h gegeben ist. Zu zeigen ist

(wi,x5) = gij, (&, N)=0, [IN|*=1(%)

fiir unsere Losung x1, 2, N von oben. Wir leiten jeweils die linken Seiten der
zu beweisenden Gleichungen ab. Das liefert mit 1) das folgende DGL-System

0(zj, zj)

aT ZF xg7ajj +erk .ch,xz)—f-hlk(l‘], >—|—hjk<$i,N>
Z‘7
: ZLk zi, N) + ) Tiplwe, x5) + hye | N?|
4
a||N||2

=2 § Li(ze, N
k b
ou ;

aus 14 Gleichungen fiir die sieben Funktionen (z;,z;), (x;, N) und ||N|?.

Insbesondere haben wir zwei Losungen, némlich die rechten Seiten von (%)
— wie man durch Einsetzen priift — und die linken Seiten — mit deren Hilfe
wir das System ja definiert haben. Auflerdem stimmen beide Lésungen in ug
iiberein, sodass sie wegen der Eindeutigkeit der Losung iiberall gleich sind.

3) Eindeutigkeit der Parametrisierung: Es gelten weiter die Bezeichnungen

aus 1)+2). Sei nun & eine Weltere Parametrisierung mit I = g, II = h. Wir

setzen I; := ga

Sei nun A : R? — R? die Basiswechselmatrix mit #1(ug) = Aag, T2(ug) =

Aas, N(up) = Aas. Da fiir die Basen insbesondere (71 (ug), Z2(uo)) = g12(ug) =
(a1, a) und (F;(ug), N(up)) = 0 = (a;,a3) fiir i = 1,2 gilt, erfiillt die Basis-
wechselmatrix (Av, Aw) = (v, w) fiir alle v,w € R3. Die Matrix A ist also

orthogonal.

Weiter sei mit Hilfe dieser Matrix #; := Az; und N := AN. Dann erfiillen
Z1,Z9, N und Z1,Z9, N jeweils das System aus 2) mit den selben Anfangs-
werten in ug. Deshalb ist insbesondere T; = Z; bzw.

out T out Oul

0d da J(Aa«)

Deshalb gibt es nun ein b € R?, sodass & = Aa+b, d.h. & und « unterscheiden
sich nur durch die Bewegung v — Av + 0. U
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6 Paralleltransport und (GGeoditen

6.1 Vektorfelder lings Kurven und Paralleltransport

Es sei X € X(M) ein tangentiales Vektorfeld auf der Fliche M und ¢ : I — M
eine regulédre Kurve. Wir betrachten eine lokale Parametrisierung o : U — M
mit ¢(I) € a(U). Damit sei X = Xlaaa + XQgO‘ . a(U) — R® und
B=(cc?) :I—Umitc=aop, also

. / 8a .9

é() = Dy 8(8) = (1) 5 (e(t) + (1) 55 (c().

Dann ist, siche Bemerkung 5.23,

VeoX =3¢ (2 e )+ STt (6(1))) 22 (e(t)

-3 2 e +;rﬁac(t»é%wﬂ(c@»)32““”
B d(XJZC)
== (1)

Wir schreiben 27(t) = X7 o ¢(t) und ng(t) = ng o ¢(t) und erhalten bei
Vernachlissigung der Argumente

VeX = Z( ijkcx )g;; . (2)

Betrachten wir das nun in t = tg, so sehen wir hier nochmal, dass der
Ausdruck auf der rechten Seite nur von v = é(tp) abhéngt und V, X somit
unabhéngig ist von der Wahl der Kurve mit dieser Eigenschaft. Weiter
benotigen wir zur Berechnung von VX nicht den gesamten Verlauf von X,
sondern lediglich die Werte von X lings der Kurve ¢, nimlich statt X7 nur
2/ = XJ o c. Somit macht die kovariante Ableitung auch Sinn fiir tangentiale
Vektorfelder, die lediglich entlang der Kurve ¢ definiert sind.

Definition 6.1. 1. Esseic: I — M eine Kurve auf der Flache M.

(a) Eine Abbildung Y : I — R3 heit™V) (tangentiales) Vektorfeld

C*VWir werden im Folgenden in den meisten Fillen tangentiale Vektorfelder lings einer
Kurve betrachten, deshalb lassen wir den Zusatz ”tangential” in diesem Abschnitt fallen.
Ist ein Vektorfeld explizit nicht notwendig tangential, so versehen wir es wie in (b) mit
dem Zusatz ”allgemein”.
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lings c, wenn Y (t) € T,;)M fiir alle t € 1.

(b) Ist der Definitionsbereich der Abbildung Y nicht wie im vorigen
Punkt eingeschréankt, so sprechen wir auch von einem allgemeinen
Vektorfeld lings c.

2. Ein Vektorfeld Y léngs c heifit glatt, wenn fiir eine Karte o : U — M
mit a(U) Ne(I) # () die Abbildungen y!,y? : I — R mit

1
<5222> = (Do-1(e(ey) Y (t)

glatt sind. Dabei ist I C I so zu wiihlen, dass ¢(I) C a(U).

3. Essei Y ein Vektorfeld lings c. Weiter sei V C M eine offene Umgebung
von ¢(I), d.h. V.= M NV fiir eine offene Menge V C R?. Weiter sei
X : V — R mit X(p) € T,M ein lokales Vektorfeld auf M mit
X!C(I) =Y. Dann heifit X eine Erweiterung von Y. Gibt es so ein X,

dann heifit Y erweiterbar.

Bemerkung 6.2. 1. Ist Y ein Vektorfelds lings ¢, so muss es eine Er-
weiterung wie oben nicht immer geben, z.B. wenn ¢(I) dicht in M
ist.

2. Schrankt man allerdings ¢ und Y auf ein hinreichend kleines Intervall
ein, so ist diese Einschréinkung erweiterbar.

3. Ist ¢(I) C a(U) fiir eine Karte a : U — M so kann man Y fiir t € [
schreiben als

V() = Y00 o (elt)).

(2

Das heifit, Y 148t sich lokal als Linearkombination erweiterbarer Vek-
torfelder lings ¢ schreiben, wobei die Koeffizienten Funktionen auf 1
sind.

4. Die Menge der Vektorfelder langs einer Kurve ¢ bilden eine reellen
Vektorraum und einen C*°(I)-Modul.

Beispiel 6.3. 1. Ist X € X(M) und ¢ : I — M eine Kurve, so ist
X oc: I — M ein Vektorfeld ldngs ¢ und X selbst eine Erweiterung.

2. Es sei ¢ : I — M eine Kurve, dann ist das Geschwindigkeitsfeld
¢ : I — R3 ein Vektorfeld lings c.
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3. Ist Y : I — R3 ein Vektorfeld lings ¢ : I — M, dann ist Y’ : [ — R3
in der Regel lediglich ein allgemeines Vektorfeld ldngs c. Das gilt zum
Beispiel fiir das Beschleunigungsfeld ¢ : I — R? der Kurve c.

4. Ist M orientiert mit Normalenfeld N : M — S?, soist fiir ¢ : I — M die
Abbildung n : I — R mit n(t) = N(c(t)) ein allgemeines Vektorfeld
langs c.

Definition 6.4. Es sei Y ein Vektorfeld liangs der Kurve ¢: I — M. Dann
ist die kovariante Ableitung von Y lings ¢ definiert durch

VeV = (V)tane.

Bemerkung 6.5. Wegen der Rechnungen zu Beginn dieses Kapitels, stimmt
die kovariante Ableitung von Vektorfeldern langs Kurven geméf Definition 6.4
mit der gewohnlichen kovarianten Ableitung geméfl Definition 5.13 iiberein,
wenn das betrachtete Vektorfeld erweiterbar ist.

Unabhéngig vom umgebenen Raum kann man die kovariante Ableitung fiir
Vektorfelder lings einer Kurve wie folgt charakterisieren

Satz 6.6. Es sei M eine Fliche und c: I — M eine Kurve. Dann gibt es
genau eine lineare Abbildung D auf der Menge der Vektorfelder lings ¢ mit
den Figenschaften

i) D(fY) = fY + fDY fiir Vektorfelder Y lings ¢ und Funktionen f auf
I.

it) Ist X eine Erweiterung von Y auf einer Umgebung I vonty e I, so ist
(DY)(to) = Vi) X

D ist dann genau die kovariante Ableitung gemdfs Definition 6.4. Sind Y
und Y Vektorfelder lings c, so gilt

d 5 5 5
%Ic(t) (Y(t)7 Y(t>) = Ic(t) (DY, Y) + Ic(t)(Y7 DY)

wobei I die erste Fundamentalform von M ist.

Beweisskizze: Angenommen die Abbildung D existiert. Dann liefert die
lokale Beschreibung gemifl Bemerkung 6.2 zusammen mit den Bedingungen
i) und ii) fiir DY die rechte Seite der Formel (2). Dadurch ist die Abbildung
dann eindeutig. Fiir die Existenz definieren wir DY {iber die rechte Seite
von (2). Dann erfiillt dies die Bedingungen i) und ii).
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Bezeichnung 6.7. Es sei Y eine Vektorfeld ldngs c¢. Dann findet man fiir die
kovariante Ableitung von Y lidngs ¢ in der Literatur auch die Bezeichnung
%Y. Wegen der Eigenschaft ii) des vorigen Satzes bzw. wegen Bemerkung
6.5 bevorzugen wir die Bezeichnung V.Y

Definition 6.8. Ein Vektorfeld Y ldngs ¢ heifit parallel, wenn V.Y = 0.

Bemerkung 6.9. Der Begriff , Parallelitéit* héingt nicht von der Wahl der
Parametrisierung der Kurve c ab.

Satz 6.10. Sind V,Y parallele Vektorfelder lings der Kurve c, so ist der
Winkel zwischen Y (t) und Y (t), also (Y (t),Y (1)) = L)(Y(t),Y(t)), kon-
stant.

Satz 6.11. Es seic: I — M eine Kurve auf der Fliche M, c(ty) =p € M
und v € T,M. Dann gibt es genau ein paralleles Vektorfeld Y : I — R3 lings
¢ mit Y (tg) = v.

Definition 6.12. Es sei c: [0,£] — M eine Kurve auf M und w € T,)M.
Weiter sei Yy, : [0,¢] — R? das eindeutige parallele Vektorfeld lings ¢ mit
Y,,(0) = w. Die Abbildung

Hg : Tc(O)M — Tc(t)M mit Hf(w) = Yw(t)
heifit Paralleltransport lings c.

Bemerkung 6.13. 1. Der Paralleltransport IIf ist wegen Satz 6.10 eine
Isometrie zwischen den euklidischen Vektorrdaumen (TC(O)M s Le(0y) und
(Tc(t)Mv Ic(t))'

2. Ist ¢ : [0,¢] = M ein geschlossener Weg mit p = ¢(0) = ¢(¥), so ist
105 : T,M — T,M ein Element aus O(T,M, I).

Beispiel 6.14. Der Paralleltransport entlang einer Kurve in der Ebene
entspricht der gewdhnlichen Parallelverschiebung.

Bemerkung 6.15. Es seien M, M Flichen und f+M— M eine Isometrie.
Ist ¢: I — M eine Kurve und Y parallel léngs ¢, so ist das Vektorfeld df (V)
auf M mit df (Y)(p) := d,f(Y (p)) parallel beziiglich der Kurve f o c.

Das folgt aus der Tatsache, dass die Differentialgleichungen die gleiche Form
haben, wenn man in M und M geeignete Koordinaten wihlt, siche Bemerkung
5.31.2.

Frank Klinker
Differentialgeometrie | - Kurven und Flachen



6 PARALLELTRANSPORT UND (GEODATEN 88

Bemerkung 6.16. Da der Paralleltransport entlang einer Kurve auf M
nur von der Kurve und den Tangentialflichen entlang ¢ abhéngt, ist das
Ergebnis das gleiche, wenn wir den Transport beziiglich einer anderen Fléiche
M berechnen, die ebenfalls ¢ enthélt und deren Tangentialflichen entlang ¢
mit denen von M {ibereinstimmen.

Ein Beispiel zur Konstruktion einer solchen ,, Ersatzfliche“ liefert das folgende
Beispiel.

Beispiel 6.17. 1. Sei ¢ : I — M eine Kurve auf der Fliche M und N
das Normalenfeld von M. Fiir die Richtungsvektoren der Kurve sei
¢ (t) nie eine Asymptotenrichtung. Es gilt also II(¢/, ¢’) # 0 und damit
fir n: I — R mit n := N o ¢ insbesondere

A(t) = dyy N - é(t) £ 0.

Nun betrachten wir

1
a(t,s) = c(t) + s——n(t) x n(t).
In(t)]
Das ist — zumindest fiir kleine s — die Parametrisierung einer Fléche,
die die Eigenschaften aus der vorigen Bemerkung hat. Insbesondere ist
das Ergebnis eine Regelfliche, siehe Kapitel 4.5. Thre GauBB-Kriimmung

verschwindet, denn mit v(t) := Wlt)Hn(t) x n(t) ist
b= ( ,1 ) n(t) x n(t) + .1 n(t) x ii(t)
()]l I (8)]]
und damit
det (c',i),v) = H,1H2det (c',n X 1, n X n)
n
1. . .
= TAE (&, (nxn)x (nxi))

1

= W(é, (n x n,fyn)y =0

2. Es sei M = S% die Sphire mit Radius R und c ein Breitenkreis. Dann
beschreibt a aus dem vorigen Beispiel einen Kegel, der die Sphére in
dem gegebenen Breitenkreis beriihrt, siche Abbildung 17. Im Fall, dass
der Breitenkreis der Aquator ist, entartet der Kegel zu einem Zylinder,
und im Fall eines Pols zur Tangentialebene.
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Abbildung 17: Kegel und Sphére mit gemein-
samen Breitenkreis

Ist ¢ der Breitenkreis zum Winkel 6 € [0, 5], so ist der Paralleltransport
eine Drehung um den Winkel 7 = 27 sin 6.

Das folgt aus der Tatsache, dass der Kegel isometrisch zu einem Kreis-
segment mit Offnungswinkel 27 sin 6 ist, und auf diesem — als Teilmenge
der Ebene — der Paralleltransport die gewdhnliche Parallelverschiebung
ist.

Das Kreissegment erhalten wir, indem wir den Kegel in die Ebene ab-
wickeln. Um zu sehen, dass es sich hierbei tatséichlich um eine Isometrie
handelt, wihlen wir Parametrisierungen & fiir das Kreissegment und «
fiir den Kegel mit

Rtcos e Rtsin 6 cos s
a(t,p) = | Rtsing |, alt,¢) = Rtsinfsin ;25
0 R(cot @ cos + sinf) — Rt cosb

die beide auf dem Intervall [0, cot 8] x [0, 27 sin ] definiert sind. Die

@ _ @ _ (R 0
Isometrie folgt nun aus der Tatsache I(t’w) = I(t,w) = ( 0 R2t2>'

Zur Abwicklung des Kegels und zur Konstruktion der Parametrisierun-
gen siche Abbildung 18.
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Abbildung 18: Abwicklung des Kegels

21 R cos O

n =2nsind

so = Rcotf
20 = R(cot 8 cosf + sin )

0

N\

cot f cos O

¢
2
favg

6.2 Geodiaten und der Satz von Clairaut

Definition 6.18. 1. Eine Kurve ¢ : I — M auf der Flache M heifit
Geodite, wenn das Geschwindigkeitsfeld ¢ : I — R3 parallel ist, d.h.

Vee = (6)m8 = 0.

2. Eine unparametrisierte Kurve heifit Geodéte, wenn es eine Parametri-
sierung gibt, sodass diese eine Geodéte im Sinne von 1. ist.

Bemerkung 6.19. 1. Ist ¢ : I — M eine Geodite auf der Fliche M,

geméf Definition 6.18.1, dann hat das Geschwindigkeitsfeld konstante
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Lénge.

2. Die Eigenschaft einer Kurve Geodéte im Sinne von Definition 6.18.1
zu sein, ist abhéngig von der Parametrisierung der Kurve.

3. Dieser Mangel, ndmlich dass die Eigenschaft Geodéte zu sein nicht nur
von der Form der Kurve abhéngt, wird durch Defintion 6.18.2 repariert.

Bemerkung 6.20. Es sei o : U — M eine Parametrisierung, sodass ¢(1) C
a(U). Ist B:=(c',c?) : I — U mit ¢ = a o 3, dann ist fiir alle t € T

Vepe=. (ék(t) +3 rfj(t)ci(t)a(t)) (f;(c(t)) .

Das sind zwei Differentialgleichungen zweiter Ordnung fiir die zwei Kompo-
nenten von [3:

&'+ Ty (e1)? + 203p¢' ¢ + Thy(é%)? = 0,
TN+ 2T e + T3, (3?2 = 0.

r(s) cos(p)
Beispiel 6.21. Ist M eine Rotationsfliche mit (s, ) = | r(s)sin(y¢) | so
h(s)
- (s)?+h(s)? 0
1st I(s#,) = 0 T(S)2
Christoffelsymbole sind

) und die einzigen nicht verschwindenden

r'(s)r"(s) + h'(s)h"(s)

Ies(s,0) = 1(s)2 + h/(s)2 ’
ngo(sv(p) = ,::((j)) )

Insbesondere hingen die Christoffelsymbole - ebenso, wie die erste Fundamen-
talform - nur von dem Parameter s ab. Schreiben wir nun 5(t) = (s(t), ¢(t)),
dann ist ¢ = a o § eine Geodiite, wenn

r(s)r'(s) o T(s)r"(s) + W (s)P"(s) .

§= r'(s)% + h’(s)Q('b ' (8)2 4+ h'(s)? 5
p = —27;((5))8<p
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Hierbei ist zu beachten, dass ' die Ableitung nach dem Flichenparameter
s bezeichnet und * diejenige nach dem Kurvenparameter ¢. Insbesondere ist

(r(s)) = gr(s) =r'(s)s.

Satz 6.22. 1. Es set M eine Fliche und p € M sowie v € T,M. Dann
gibt es ein € > 0 und eine eindeutige Geodite c : | — €,e] — M mit
¢(0) = p und ¢(0) = v.

2. Es sei M eine Fliche und p € M. Dann gibt es €,5 > 0 und eine glatte
Abbildung ¢ : | — €,€[ x Bs(0) — M, sodass ¢, := ¢(+,v) 1] —€,¢[ = M
die Geoddte mit c,(0) = p und é,(0) = v ist.

Satz 6.23. Ist ¢ : I — M eine Geoddte auf der Fldiche M, so ist diese
eindeutig.

Beispiel 6.24. 1. Die Geoditen der Ebene sind die (Teile von) Geraden.
Zwei Punkte lassen sich durch genau eine Geodéte verbinden.

2. Die Geoditen auf der Sphére entsprechen den (Teilen von) Grofikreisen.
Zwei Punkte lassen sich durch genau zwei Geodéten verbinden, wenn sie
nicht diametral liegen. Ansonsten gibt es unendlich viele verbindende
Geodaten.

3. Die Geoditen auf dem Zylinder sind die (Teile von) Schraubenlini-
en. Dabei interpretieren wir die Breitenkreise als Schraubenlinien mit
Ganghohe 0 und die den Zylinder erzeugenden Geraden als Schrau-
benlinien mit Ganghthe co. Zwei Punkte auf dem Zylinder lassen sich
durch unendlich viele Geodéten verbinden.

Sehr hilfreich zur Bestimmung von Geodéten ist der folgende Satz 6.25. Die
Begriindung ist dhnlich wie die analoge Aussage im Zusammenhang mit
Paralleltransport, siche Bemerkung 6.15.

Man kann den Satz insbesondere verwenden, indem man die Isometrie zwi-
schen der Ebene und dem Zylinder ausnutzt: Eine Gerade in der Ebene wird
zu einer Spirale auf dem Zylinder.

Satz 6.25. Es sei f: M — M eine Isometrie zwischen den Flichen M und
M. Ist ¢ eine Geodite auf M, dann ist f o c eine Geoddte auf M.

Beispiel 6.21 (Fortsetzung). Weiter sei M der Rotationskoérper mit Pro-
filkurve (r(s), h(s)) und B : I — R? mit B(t) = (s(t), p(t)) sei das Urbild der
Kurve ¢ : I — M unter der Parametrisierung o : U — M. Wir schreiben
r(t) = r(s(t)) und h(t) = h(s(t)), womit z.B. 7 = r'§ ist.
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1. Es sei ¢: I — M eine beliebige Geodite, dann ist der Wert

L :=r(t)p(t)
eine Konstante, also L = 0. Insbesondere gilt fiir die Meridiane L = 0.

2. (Satz von Clairaut).(*) Es sei ¢: I — M mit ¢(t) = a(s(t), o(t))
eine beliebige Geodéte. Diese schneide zur Zeit tg den Breitenkreis
zu s(tp) im Punkt a(s(to), p(tp)) mit dem Winkel 6(tp). Dann gilt
cos(0(to)) = r(to)p(to), also

r(to) cos(f(tg)) = L.

3. Ist L # 0, so kann man im Parameterraum ¢ in Abhéngigkeit von s
als Graph wie folgt angeben:

4. Wir beschreiben einen Zylinder durch r(s) = ro und h(s) = as. Punkt
2. liefert dann einen konstanten Schnittwinkel cos(fp) = TL W iter
bekommen wir mit Punkt 3. (s) = 1 cot(6o)s oder s(¢) = 2 tan(6o ).
Benutzen wir als Kurvenparameter Wieder t, so ist also B(t) = (s(t),1t)

cos(t)
und schlielich ¢(t) =9 | sin(¢) |, also eine Spiralkurve auf dem
ttan(fp)
Zylinder.

6.3 Geodéitische Polarkoordinaten

In diesem Abschnitt sei M eine Fliche und p € M ausgezeichnet. Mit
¢y bezeichnen wir die Geodédte durch p mit Startrichtung v € T, M, also
¢y(0) = p und ,(0) = v.

Bemerkung 6.26. Ist ¢, : | —€,¢[ = M und X\ > 0, dann ist die Geodite
cho auf | — £ 5[ definiert und erfiillt ¢, (M) = cxy(t).

Definition 6.27. Es sei v € T,M \ {0} derart, dass die Geodite ¢, durch p
zur Zeit t = 1 definiert ist. Dann definieren wir

exp,(v) == ¢y(1).
AuBerdem setzen wir exp,(0) := p.

Coevi) Alexis-Claude Clairaut (1713-1765)
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Satz 6.28. 1. exp,(v) ist fir |[v|| < € definiert, wobei e unabhdingig von
der Richtung mv gewdhlt werden kann.

2. exp, : TyM D B.(0) — M ist fiir € klein genug ein Diffeomorphismus.

Bemerkung 6.29. Es sei a : U — M eine Karte von M um p. Wir
betrachten 7),M, und damit auch B(0), selbst als Fliche mit globaler Para-
metrisierung

Ox Oa
7 (z,y) — ww(?) + yw(p) :

Dann ist fiir w = wl%(p) + wg%(p) € T, M insbesondere

O (w) = 2o (p) € Tu(T,M)

und 5 9
T (8]
@(w) = w(p) € Tw(TpM),

also
Tw(TyM) ~T,M .

Damit 1a8t sich das Differential der Abbildung exp : B.(0) — M, also
dywexp, : Ty(TyM) = T,M — Texpp(w)M als Abbildung d,, exp, : T,M —
Texpp(w)M zwischen Tangentialriumen von M auffassen. Insbesondere fiir
w = 0 ist dg exp,, : T,M — T,M die Identische Abbildung, denn es gilt fiir
veT,M:

d
0 €xpp(0 +tv) = 7 ‘t:o exp,, (tv)

d
do expp(v) = %‘t:

d d
= %‘t:octv(l) = %’t:OCU(t) =v

Definition 6.30. Es sei v1,v2 eine orthonormale Basis von T, M und da-
mitCVil) B (0) = {v € T,M | I,(v,v) < €} = {wv) +yvy € T,M | 2% +¢? <
e}. Wir wihlen in B.(0) C T,M Polarkoordinaten mit 0 < r < e und
0 < ¢ < 2, und schreiben ay(r, ¢) = exp, ((r cos p)v1 + (rsin)va)), so ist
ag :]0,€[ x ]0,27[ = M eine Parametrisierung von M. Diese Koordinaten
heiflen geoddtische Polarkoordinaten (von M um p).

Covi)Man kann sogar stets ein Koordinatensystem a : U — M um p wiihlen, sodass

Oa O
ﬁ(p) = V1, w(l’) = V2.
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1. Die Bilder der r-Koordinatenlinien r — ag4(r, o) heiflen radiale Geo-
ddten.

2. Die Bilder der ¢-Koordinatenlinien ¢ +— a4(rg, ) heiflen geodditische
Kreise. Diese sind in der Regel keine Geodéten.

Satz 6.31. In geoditischen Polarkoordinaten oy hat die erste Fundamental-

form die Gestalt I\®9) = <(1) g) mat

lim G(r,¢) =0, lim AVASIGLD) =1

r—0 r—0 or

Bemerkung 6.32. 1. Die geodétischen Kreise und die radialen Geodéa-
ten schneiden sich senkrecht.

2. Die GauB-Kriimmung berechnet sich geméif

oo LG
VG ot

Beispiel 6.33. 1. M =R? = {(z,y,0) € R*} und p = (p1,p2,0) € R%. In
diesem Fall stimmt ay, mit den gew6hnlichen Polarkoordinaten zentriert
in p iiberein, also

ag(r, ) = (p1 +1rcose,ps+rsing,0).
In diesem Fall ist G = r2.

2. Im Fall M = S%% und p = n der Nordpol, dann ist exp : Byr(0) —
M\ {s} und es gilt ay(r,¢) = a(p,d(r)) mit J(r) = § — 5. Hierbei ist
« die Standardbeschreibung der Sphére mit Léingen- und Breitenwinkel
(0,9) €]0,2n[ x ] = §, 5[. Insbesondere ist damit

Lo T
= R%sin? — .

O
) R

G = R2 2% 0

cos (2 7
Legt man den Tangentialraum 7, nS%% — wie iiblich — als geometrisches
Objekt tangential an den Nordpol n, dann werden durch die Abbildung

oy die Geraden durch n auf die Groflkreise durch n gewickelt.

Satz 6.34. Es seien M7, My zwei Flichen mit identischer konstanter Gauf-
Kriimmung. Dann sind My und My lokal isometrisch.

Definition 6.35. Es M eine Fliche und ¢ : [a,b] — M eine Kurve.
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b
1. L(c) := / \/Ic(t)(c’(t),c’(t)) dt heifit (orientierte) Linge von c.
b
2. £(c) = é/ I (¢ (t), ¢ (t)) dt heiBt Energie von c.

Die Zuordnungen L : ¢+ L(c) und &€ : ¢ — &(c) heiBen auch Lingen- und
Energiefunktional.

Bemerkung 6.36. 1. Ist ¢ = co¢ mit ¢ : I = [a,0] — I = [a,b] eine
Umparametrisierung mit ¢’ > 0, so gilt

und

b
S@w:/Kwo¢lxwam@wmau»w

2. Ist I = [a,b] so gilt £(c)* < 2(b — a)&(c) mit Gleicheit genau dann,
wenn ||| = const.

3. &(c) ist minimal <= L(c) ist minimal und ||¢|| = const.

Satz 6.37. Es seien I,J C R Intervalle und ¢ : J x I — M eine glatte
Abbildung auf der Fliche M, dann ist
Oc oc
Vior ~ Vsios

Definition 6.38. Ist ¢ : I — M eine Kurve und ¢ : |—¢, e[xI — M eine glatte
Abbildung mit ¢(0,¢) = ¢(t), dann nennt man ¢ eine Variation der Kurve c.
Wir schreiben ¢s : I — M, ¢; | — €, e[ = M mit c(t) = ¢(s) := é(s, t). Das
Vektorfeld léngs ¢, das durch

Oc

Js

definiert ist, heiflit Variationsfeld der Variation ¢.

V() = 25(0,1)

Satz 6.39. Es sei M eine Fliche und c: [a,b] — M eine Kurve. Weiter sei
¢:]—e €[ xI— M eine Variation von ¢ mit cs(a) = c¢(a), cs(b) = c(b) fir
alle s € | — €, €[, sodass insbesondere V(a) =V (b) = 0 fir das Variationsfeld
V. Dann gilt

b
i 5(03) = —/ Ic(t)(V(t),vc/C/(t))dt.

dsls=0
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Folgerung 6.40. Es sei M eine Fliche c¢: [a,b] — M. Dann gilt

E(c) minimal = c ist Geodite .
Beweisskizze: Wir zeigen: Ist Vud/(tg) # 0 fiir ein ty € Ja, b, so gibt es

eine Variation ¢ von ¢, sodass -2&(c;)[s=o < 0 und somit &(c) nicht minimal
ist. Es sei a« : U — M eine Koordinatenumgebung von c(tp). Nun sei

~

I =]ty —0,to+6[ C I mit ¢(I) C a(U) und weiter

o B:1— Umitc|;=aop,
o X :I—R2mit X(t) := (Daya) (Ve (1)),
e ¢: 1 — Rmit ¢ > 0, ¢(tg) = 1 und supp(¢) C I also insbesondere
‘b}f\f =0.
Dann ist B(t) + s¢(t) X (t) € U fiir |s| < € klein genug und wir setzen
e T M, e(t) = a(B(t) + 50X (1)) € a(U) € M
also insbesondere cy(t) = ¢(t). Eine Variation von ¢ ist nun durch

cs(t) fallstel

el —e e[ xI—M, és,t):=4" .
c(t) fallstel\I

gegeben. Das zugehorige Variationsfeld V ist dann

e

V() =5

= ¢(t) Dpya(X () =

s=0

p(t)Vud(t) fallstel
0 falls t € T\ T

Damit ist schliellich
d
e =~ /[ T (V(2), Vo (1)) dt

= — [ B0 Ly (Ve (1), Vol (1)) dt < 0
I

>0, und >0 in tg

Bemerkung 6.41. Die Riickrichtung in Folgerung 6.40 gilt in der Regel
nicht, wie das Beispiel der Sphére zeigt.
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7 Abstrakte Fliachen

7.1

Abstrakte Flachen und Beispiele

Definition 7.1. Eine Menge M heifit abstrakte Fldiche, wenn es eine Familie

A= {(a;,Uj) }jes

von Abbildungen «a; : U; — M gibt, die die folgenden Eigenschaften hat:

3.
4.

Fiir alle j € Jist U; C R? offen und aj : Uj — M injektiv.

ety =M.

JjET

Fiir alle ¢, j € 3 mit Wi, = o;(Us) N oy (U;) # 0 ist die
a; b oaja; (W) = o (W)

als Abbildung zwischen offenen Teilmengen von R? glatt.

Die durch die Familie A induzierte Topologie auf M ist hausdorffsch.

M a8t sich mit abzéhlbar vielen der Mengen «;(U;) {iberdecken.

Ist M eine abstrakte Flidche, so nennt man A einen Atlas von M.

Bemerkung 7.2.

e [zu0.,1.,2.] Diese Eigenschaften fasst man auch unter dem Begriff lokal

euklidisch zusammen.

[zu 3.] Die von der Familie A induzierte Topologie auf M ist wie
folgt definiert: Eine Teilmenge V' C M heifit genau dann offen, wenn
fiir alle 4 € J die Menge a; *(c;(U;) N V) C R? offen ist. Dann sind
insbesondere die Abbildungen o; und o L stetig, also oy : U; — a;(U;)
Homo6morphismen.

[zu 3.] Dieser Punkt folgt nicht aus den ersten beiden Punkten 1. und
2., wie das anschlielende Beispiel zeigt.

[zu 3.] Diese Bedingung kann man dadurch ersetzen, dass man fordert,
dass M ein topologischer Haussdorffraum ist, die Bilder o;(U;) offen
und die o; Homdomorphismen.
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e [zu 4.] Dies ist eine technische Bedingung, die durch die etwas schwé-
chere Bedingung M ist parakompakt ersetzt werden kann. Da unsere
Beispiele im Folgenden in der Regel sogar endliche Atlanten zulassen,
reicht unsere strengere Bedingung hier aus. Zum Beispiel benétigt man
die Abzédhlbarkeit des Atlas — bzw. die Parakompaktheit von M — dafiir,
zu zeigen, dass auf einer abstrakten Flidche eine Metrik existiert.

Definition 7.3. 1. Es sei A = {(a;,U;)};jey ein Atlas einer abstrakten
Fliche M und « : U — M injektiv auf der offenen Menge U C R2.
Dann heifit o mit dem Atlas vertrdglich, wenn fiir alle j € J mit W} :=
a;(U;) Na(U) # 0 die Kompositionen o™t o o : aj_l(Wj) — a Y (W)
und oaj_l oa:a Y (W;) — aj_l(Wj) glatt sind.

2. Ein Atlas A heiflt mazimaler Atlas, wenn fiir alle (o, U), die mit A
vertriglich sind, schon (o, U) € A gilt.

Es folgt ein Beispiel fiir eine Menge, die zwar lokal euklidisch ist, wo aber
die induzierte Topologie nicht hausdorffsch ist.

Beispiel 7.4. Es sei M :=R? U {*} und

a1 :RE = M, ai(z) ==

{x falls x # 0

as :R2 5 M, as(z):=
? 2= s e =0

Dann ist insbesondere

V C R? offen, falls x ¢ V

V C M offen <=
(V\ {x}) U {0} C R? offen, falls x € V

und die Punkte * und 0 lassen sich nicht durch offene Mengen trennen,
d. h. jede offenen Menge, die * enthélt, hat nicht-leeren Schnitt mit jeder
beliebigen offenen Menge, die 0 enthélt. Also ist M nicht hausdorffsch.

Nichtsdestotrotz ist M lokal euklidisch, denn es ist oy (R?) = R? C M und
az(R?) = (R?\ {0}) U {*} und deshalb W15 = R?\ {0, *}. Damit ist weiter
o1 (Wia) = a3 (Wiz) = B2\ {0} und

afloas=id, ay'oa; =id.

Insbesondere sind die Flidchen, die wir bisher kennen gelernt haben, auch
abstrakte Flédchen.
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Beispiel 7.5. 1. Eine Fldche im Sinne von Definition 3.1 ist eine abstrak-
te Fliache. Dabei stimmt die durch den Atlas induzierte Topologie mit
der Teilraumtopologie, die durch den umgebenden R? definiert wird,
iiberein.

2. Ein parametrisiertes Fliachenstiick geméf Definition/Bemerkung 3.3 ist
ebenfalls eine abstrakte Fliche. In der Regel stimmen hier die durch
den Atlas induzierte Topologie und die Teilraumtopologie nicht {iberein.

Definition 7.6. Es seien M, N abstrakte Flachen mit Atlanten A, B.

1. Eine Abbildung f : M — R™ heifit differenzierbar im Punkt p € M,
wenn es eine Parametrisierung (o, U) € A mit p € a(U) gibt, sodass
foa:U — R" differenzierbar im Punkt a~!(p) € U ist.

Solch eine Abbildung heifit differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
differenzierbar ist.

2. Essei V CR® und f:V — M eine Abbildung. f heifit differenzierbar
(inv € V), wenn es eine Karte (o, U) € A gibt, sodass a lof : V — R?
differenzierbar (in v € V) ist.

3. Eine Abbildung f : M — N heifit differenzierbar im Punkt p € M,
wenn es Parametrisierungen (o,U) € A und (5,V) € B mit p €
a(U) und f(p) € B(V) gibt, sodass ﬂil‘ﬁ(v)ﬁf(a(U)) ofoa:U—=V
differenzierbar im Punkt a~! € U ist.

Solch eine Abbildung heifit differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt
differenzierbar ist.

Bezeichnung 7.7. e Wie iiblich nennen wir fiir ein Intervall I C R eine
Abbildung ¢ : I — M eine Kurve auf der abstrakten Fliache M.

e Die Menge aller glatten Funktionen auf der abstrakten Fliche M
bezeichnen wir mit C*°(M).

Beispiel 7.8 (Konstruktionsidee fiir abstrakte Fléchen).

> Nimm eine Fliche M C R3.

> Nimm eine Aquivalenzrelation ~ auf M und definiere M := M/ ~ als
die zugehorige Aquivalenzklasseneinteilung. Bezeichne die natiirliche
Projektion, die p € M auf die Aquivalenzklasse [p] := {G € M |§ ~
P} € M abbildet, mit 7 : M — M, n(p) = D]
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> Nimm einen Atlas A = {(a;,U;)}jes von M und definiere
Qa; ::7TOO~4jZUj—>M

und setze A := {(a;,Uj)}jer.
Uberpriifen der Bedingungen aus Definition 7.1:

e [zu 0] Fiir u,v € Uj ist a;j(u) = oj(v) <= [aj(u)] = [&;(v)] <
aj(u) ~ a;j(v). Eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass die o injektiv sind, ist also &;(u) # &;(v) fur alle u,v € U; mit

U # v.
e [zu 1.] Da 7 surjektiv ist, ist Punkt 1. aus Definition 7.1 fiir A erfiillt.

e [zu 2.] Es seien nun (a;,U;) und (a4, U;) und Wi = oy (U;) N a;(U5).
Dann ist zu zeigen, dass
—1 o1 -1
o oay (Wij) = a; - (Wij)

differenzierbar ist. Wegen 0. gibt es zu p € W;; genau ein u; € U; und
genau ein u; € Uj, sodass a;(u;) = [qi(ui)] = o(uj) = [@;5(uy)] = p.
Wir setzen &;(u;) = p; und & (uj) = pj.

Insbesondere sind also die Abbildung

by (o) (W) = o (Wiy))

—aoaom od-
fij =@ 0a; oajod; j

J

bijektiv. Diese liefern gerade die Zuordnungen p; — p;.

e [zu 3.] Das muss man gesondert iiberpriifen: Es stimmt zwar die Quoti-
ententopologie mit der durch A induzierten Topologie iiberein, aber
im Allgemeinen bleibt die Hausdorff-Eigenschaft beim Bilden der Klas-
seneinteilung nicht erhalten.

e [zu 4.] Diese Eigenschaft ibertréigt sich beim Bilden des Quotienten.

Beispiel 7.9. Zur Veranschaulichung des Kommentars unter Punkt [zu 3.]
betrachten wir als Fliche die Menge M = R? x {0} UR? x {1}. Auf M
definieren wir eine Aquivalenzrelation wie folgt:

(Z,r) ~ (§,5) < ((&r)=(¥,s) oder f:g’#ﬁ)
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Die Aquivalenzklassen sind dann

[(Z,0)] = {(Z,0),(£,1)} falls ##0,
[(0,0)] = {(0,0)},
[(0,1)] = {(0,1)},

und es ist R?/ ~ bijektiv zu R? U {*} durch [(#,0)] — & und [(Z,1)] + *.
Ebenso stimmt die Quotiententopologie auf R?/ ~ mit der Topologie auf
R2 U {} aus Beispiel 7.4 iiberein und ist somit nicht hausdorffsch.

Beispiel 7.10 (Spezialisierung von Beispiel 7.8).

Zur weiteren Untersuchung der Karteniibergéinge hinsichtlich Definition 7.1.2
betrachten wir nun die folgende spezielle Situation. Die Aquivalenzrelation
sei durch eine glatte Abbildung f : M — M mit f? = id wie folgt definiert:

p~G = (p=q oder p=f(q))

Mit den Bezeichnungen von oben kann nun genau eine der beiden folgenden
Situationen vorliegen (Vi)

a) ai(a; ' (W) = a;j(a; ' (Wij)) und damit p; = p; also fij = id. Das liefert
aber, dass ai_l oqj = di_l o @ glatt ist.

b) & (a; H(Wij)) N dj(aj_l(Wij)) = () und damit f;; = f. Ahnlich zum ersten
Fall erhalten wir a;l oqj = d;l o f o @; also eine glatte Abbildung.

1. (Der 2-dimensionale, reell-projektive Raum).

Wir betrachten M = $2 und die Antipodenabbildung f : S% — $2 mit
f(p) = —p. Zwei verschiedene Punkte der Sphire sind also dquivalent,
wenn sie sich gegeniiber liegen, d.h. im Quotienten

RP? = 52/ ~

identifizieren wir diese beiden Punkte der Sphére.

Wir erinnern uns: Eine Teilmenge des Quotienten ist genau dann
offen, wenn ihr Urbild unter der Projektion 7 : §2 — RP? offen ist.
Zum Nachweis der Hausdorfl-Eigenschaft konstruieren wir fiir zwei
verschiedene Punkte p,q € RP? zwei offene disjunkte Umgebungen:

Gxvit) Dabei setzen wir hier und im Folgenden voraus, dass die Parameterbereiche U;
zusammenhéingend sind
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Es seien p = 7(p) = {p, f(p)} und ¢ = 7(q) = {q, f(§)}. Wir wihlen
offene Mengen $ € U € S? und § € V € S? so, dass U, V, f(U) und

f(V) paarweise disjunkt sind — etwa kleine geoditische Kreisscheiben

um die jeweiligen Punkte. Damit sind p € U :=7(U) = 7(f(U)) und
qeV :=n(V)=mx(f(V)) offen in RP? und es ist UNV = .

2. (Die Kleinsche Flasche).

Wir betrachten den Torus als Rotationskérper um die z — Achse und
zentriert um zentriert um den Ursprung, M =T. Wie im obigen Beispiel
ist f: T — T mit f(p) := —p auch hier wohldefiniert und liefert eine
Aquivalenzrelation ~. Die Aquivalenzklasseneinteilung K := T / ~ ist

mit der gleichen Begriindung wie im ersten Beispiel eine abstrakte
Fléche.

Weitere Bemerkungen zu diesen Beispielen:

e Der 2D reell-projektive Raum und die Kleinsche Flasche enthalten
jeweils ein Mobiusband: Dazu betrachten wir in Beispiel 1. eine Streifen
um den Aquator und im zweiten Beispiel einen Streifen um den grofen
Breitenkreis. Ein Mobiusband erhélt man nun als Bild dieser Streifens
unter der natiirlichen Projektion 7. Insbesondere sind der projektive
Raum und die Kleinsche Flasche nicht orientierbar.

e Man kann beide Flichen als parametrisierte Flichenstiicke im R3
realisieren, jedoch sind beide Realisierungen keine Flichen im Sinne
von Definition 3.1. Realisieren meint hier, dass die abstrakte Fléche und
das Fliachenstiick diffeomorph sind. Insbesondere ist das Flachenstiick
in natiirlicher Weise mit der ersten Fundamentalform versehen. Da
wir aber K und RP? noch nicht mit Metriken versehen haben, macht
es an dieser Stelle keinen Sinn, zu fragen, ob die Diffeomorphismen
auch Isometrien sind. Zum Problem der Existenz einer Metrik auf einer
abstrakten Fliche, siche Satz 7.27.

— Eine Parametrisierung der Kleinschen Flasche ist durch

a:[0,27])* — R?,
2(1 —sins)coss+ (2 — cos s) (:ost(Ze_(%_”)2 -1)

a(s,t) == (2 — cos s) sin(t)
2sins + 2((1 — coss)) sin s cos te~ (5= %)
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gegeben. Das Ergebnis findet man in Abbildung 19 und eine
Konstruktionsanleitung in Abbildung 20.

— Eine Realisierung des RP? im R3 erhilt man wie folgt: Man nehme
eine Mobisuband und verklebe dessen Rand mit dem Rand einer
Kreisscheibe — beide Rénder sind jeweils ein Kreis! Das Ergebnis
einer solchen Verklebung liefert die so genannte Kreuzhaube, siche
Abbildung 21. Eine Parametrisierung einer solchen Verklebung ist
etwa gegeben durch

cos s sin(2t)
a:[0,27] x [0,Z] = R?, a(s,t) = sin s sin(2t)
cos? t — cos® ssin? ¢

Abbildung 19: Die Kleinsche Flasche im R?

Beispiel 7.11 (Der flache Torus).

Als weiteres Beispiel betrachten wir M = R? x {0}. Zur Definition einer
Aquivalenzrelation auf M fixieren die zwei linear unabhéingige Vektoren
€1, € € R? und setzen

(.’I,_",O) ~ (y”,O) < dki1,ks €Z : ¥ — i = ki€1 + kaés.

Dann ist die Klasseneinteilung T := M/ ~ bijektiv zu @ = [0, 12x{0} c M,
denn sind fiir [(a,b,0)] € Tr die Zahlen 0 < a,b < 1 die eindeutigen
nicht-negativen Ganzteilreste von a und b, so ist [(a,b,0)] = [(&,b,0)] und

(a,b,0) € Q.
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Abbildung 20: Konstruktion der Kleinschen Flasche

Es sei nun Qg := ]0,1[?, sodass Qo x {0} gerade das Innere von @ ist.
Weiter seien U; := (:2) + Qo, Uy = (_66) + Qo, Us = (z) + Qo, Uy =
(7.°) + Qo offene Teilengen des R?. Dann sind &; : U; — M mit &; = id x {0}
Parametrisierungen von M.
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Wegen der Wahl von Qg sind die ; = mo @; : U; — TF injektiv und, da
die Bilder &;(U;) die Teilmenge Q C M iiberdecken, iiberdecken die Bilder
«;(U;) ganz Tr. Sie liefern dann einen Atlas bei dem jede Ubergangsfunktion
die Identitét ist.

Dass die Topologie hausdorffsch ist zeigt man wieder, indem man als offene
Umgebungen zweier unterschiedlicher Aquivalenzklassen wieder die Bilder
hinreichend kleiner offenere Umgebungen von Reprisentanten wihlt.

Die so entstandene abstrakte Fliche nennt man den flachen Torus. Sie ldsst
sich als Fliche in R3 realisieren und ist uns hinlénglich bekannt: betrachte
die Abbildung Tr — [0,1[?> — T gemiiss der Konstruktion in Abbildung 22.

Der Zusatz ,flach“ im Namen dieser abstrakten Fliche bekommt ihren
Sinn auch erst spéter, wenn wir Metriken auf abstrakten Flichen einfiihren.
Insbesondere ist fiir eine kanonisch gewéhlte Metrik auf 7% der in Abbildung
22 definierte Diffeomorphismuskeine Isometrie, wenn man 7" mit der ersten
Fundamentalform versieht.

Abbildung 22: Die Abbildung Tr — T
3 A A \L

- -
_ : J

Beispiel 7.12 (Eine explizite Parametrisierung von RP?).

Betrachten wir auf der Menge R? \ {0} die Aquivalenzrelation
T~y dkeR : Z=ky,

so entspricht die Aquivalenzklasse [] als Teilmenge von R3\ {0} der Geraden
durch den Ursprung mit Richtungsvektor & — allerdings ohne den Ursprung
selbst. Insbesondere ist die Klasseneinteilung R3 \ {0}/ ~ homdomorph zu
RP? gemiB Beispiel 7.10.1. Diese Sichtweise hat den Vorteil, dass wir auf
die Normierung des Représentanten verzichten kénnen.
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Wir betrachten die drei Abbildungen «; : U; — RP? mit U; := R? und

oy (ut, u?) = [(1,u1,u2)], as(ut,u?) = [(ul, 1,u2)],

ozg(ul,u2) =[( L2, 1)].

Man iiberzeugt sich leicht davon, dass diese drei Karten RP? iiberdecken. Um
die Karteniibergéinge o Lo a; zu berechnen, bendtigen wir ihr gemeinsames
Bild o;(R?) N o (R?) = {[(z}, 22, 23)] | 2%,27 # 0} C RP%. Aus Symmetrie-
griinden beschréinken wir uns auf i = 1 und j = 2. Fiir p € a1(R?) N az(R?)
gilt
p= QQ(U’ U) = [(u’ 1,1})] = [(1’ %v %)] = al(%’ %) .
Damit ist
ot o) = (4,2)

und ist differenzierbar.

Im Hinblick auf Beispiel 7.10 wird unser hier konstruierter Atlas von dem At-
las auf S? induziert, der aus 6 Karten besteht und jeweils eine offene Rotations-
halbsphére um die Koordinatenachsen abdeckt. Fiir die z-Achse sind das etwa
aq (u,v) = m(l,u, v) und ay(u,v) = m(—l, —u, —v) = —aq(u,v).
Nach der Verkniipfung mit der Projektion 7 : S? — RP? liefern diese zwei
dann die gleiche Karte, ndmlich oy = 7w o a3 = 7o ay.

7.2 Tangentialraum und Metrik

Wiederholung: FEs sei M eine Fliche oder ein parametrisiertes Fliachenstiick
geméf Definition 3.1 oder 3.3, und ¢ : I =] —¢,¢[ - M eine Kurve durch
p = c(0). Weiter sei a : U — M eine Parametrisierung und 3 = (c!,c?) :
I — U die Kurve im Parameterbereich mit ¢ = « o 3, insbesondere ist also

¢(I) C a(U). Dann ist

) d 1, O .9, O
c(t) = (a0 B)(t) = e (t) 5 5 (B(t)) + ¢ (t) 5 5 (B(t))
Nun sei & : U — M eine weitere Parametrisierung — wobei wir voraussetzen,

dass &(U) = a(U) gilt — und 8 = (¢!,&) : T — U mit ¢ = & o B3, so gilt

-1

2 o\
i ;‘6(01 OCV)Z
Pl
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Sei nun f € C*°(M) eine differenzierbare Funktion, dann ist foc: I — R
differenzierbar und beziiglich der Karte o rechnen wir

d _d B 2 I(foa)
@(foc)(t) = £(f oaof)(t) = ch(t)w(ﬁ(t))‘

j=1

Obwohl sie in die Rechnung einflieft, héngt die rechte Seite nicht von der
Wahl der Parametrisierung ab.

Wir fiihren nun die folgende neue Schreibweise ein:

0 foa), _
i |, f) = W(a '(p))
und interpretieren %‘ als Operator, der einer Funktion f € C°°(M) geméis

der obigen Vorschrift eine reelle Zahl zuordnet. Dieser Operator hidngt von
der gewihlten Parametrisierung ab und bei Anderung der Parametrisierung
transformiert er sich wie folgt:

2

0 = toay, 9
,~ X @05

out

.
In Termen dieser Operatoren schreibt sich die Ableitung von f o ¢ an der
Stelle t = 0 als
d (a 0 .9 0
£(f00)(0) = (C (@w’p‘i‘c (O)W p) (f).

In dieser Form l&8t sich der Tangentialvektor ¢(0) € T,M der Fliche als
Operator auffassen:

d

¢(0) : C*¥(M) = R mit ¢(0)(f) := %(f 0c)(0).
In der lokalen Karte 148t sich das beziiglich der Operatoren % ‘p ausdriicken:
0 0
_ a9 2(my_ 9
0(0) = ¢ O0) o] + 053]
Im Gegensatz zu den Operatoren %!p selbst, hingt die rechte Seite hier

nicht von der Wahl der Parametrisierung ab.

¢(0) als Operator hat die folgende Eigenschaften: Sind f, g € C°°(M) Funk-
tionen auf M und p € R so gilt

¢0)(p f+g) = pc(0)(f) +¢(0)(g),
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¢(0)(fg) = c(0)(f)g(p) + f(p)c(0)(g) -
Insbesondere ist ¢(0) : C°°(M) — R eine R-lineare Abbildung.

Diese Voriiberlegungen motivieren nun die Definition des Tangentialvektors
auf einer abstrakten Fldche.

Definition 7.13. Es sei M eine abstrakte Flache und p € M. Eine Abbildung
v: C®(M) — R heifit Tangentialvektor an M in p, wenn es eine Kurve
c:]— €€l — M mit ¢(0) = p gibt, sodass

v(f) = ¢0)(f)-

fiir alle f € C°°(M). Hierbei ist der Tangentialvektor ¢(0) : C*°(M) — R
definiert durch ¢(0)(f) := %( foc)(0). Die Menge aller Tangentialvektoren in
p € M nennen wir Tangentialraum in p € M und bezeichnen ihn mit T, M.

Bemerkung 7.14. Es sei ¢: I =] —¢€,¢[ — M eine Kurve auf der abstrakten
Fliche M und v = ¢(0) € T,M. Weiter sei o : U — M eine Karte mit
c(I) € a(U) und B = (c',¢?) : I — U mit ¢ = a o 3. Dann ist wegen
foc=foaoB

mit

wobei
ol (t) = a(uf +t,ug),  o*(t) == alug, uf +t)

die Koordinatenlinien durch p = a(ug,u2) bezeichnen. Damit ist

TpM:span{ 831‘;;’832’;;} .

wobei das Transformationsverhalten der Basis beim Ubergang zu einer ande-
ren Karte & : U — M durch

B (a"toa) , __ 0
= ZT(Q 1(17))@

J=1

oy .
gegeben ist. Wegen der Ausfiihrungen in der Vorbemerkung, stimmt diese
Definition des Tangentialraums fiir den Fall, dass M eine Flache ist, mit

Definition 3.10 und Satz 3.27 iiberein.
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Folgerung 7.15. Ist v € T, M ein Tangentialvektor auf der abstrakten
Flache M, so gilt

v(f+g) =v(f) +v(g) und v(fg) =v(f)g(p)+ f(p)v(g).

Definition 7.16. Es sei M eine abstrakte Fliche und « : U — M eine
Parametrisierung. Dann nennt man die Zuordnungen

lokale Basisfelder. Damit definieren wir fir a(U) C M die Abbildungen

2 C%(a(l)) = C(a(U))

9 9 I
wif'—)%(f) mit @(f)-p'—)wp(f)-

Definition 7.17. Es sei M eine abstrakte Fliche. Ein Vektorfeld auf M ist
eine Zuordnung
X M>p— X,eT,M.

Ein Vektorfeld heifit glatt, wenn fir alle f € C°°(M) die Abbildung
X(f): M =R mit X(f):p— X,(f)

glatt ist. Die Menge aller glatten Vektorfelder bezeichnen wir mit X(U).

Bemerkung 7.18. 1. Es sei « : U — M eine Parametrisierung der
abstrakten Fliche M. Dann sind die (lokalen) Vektorfelder % €
X(a(U)) glatt.

2. Ist X ein Vektorfeld, so 148t sich X, fiir p € a(U) schreiben als
X, = Xl(p)%’p + Xg(p)% ,- Dann ist X glatt, genau dann, wenn
p = X1(p)und p — X2(p) glatt sind. Damit lisst sich X lokal schreiben
als 9 9
X=X'"—+X"—
o T o2
mit X!, X2 € C*(a(U)).
3. Ist X ein glattes Vektorfeld, so gilt mit den Bezeichnungen aus Defini-
tion 7.17 fiir alle f,g € C*>°(M)

X(f+9)=X(f)+X(g9) wnd X(fg)=9gX(f)+fX(g). (3)
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Die Art, wie Tangentialvektoren und nun auch Vektorfelder auf Produkte
wirken, hat offensichtlich eine besondere Bedeutung.

Definition 7.19. 1. Ein R-Vektorraum A heifit R-Algebra, wenn es auf
A ein R-bilineares Produkt gibt. Das heifit es gibt eine Abbildung
Ax A— A, (a,b) — ab, sodass a(b+ c) = ab+ ac, (b+ c)a = ba + ca
und a(pb) = (pa)b = p(ab) fir alle a,b,c € A und p € R. Beispiele fiir
R-Algebren sind der Korper R selbst und die Menge C*°(M).

2. Es sei A eine R-Algebra. Ein Endomorphismus ® : A — A heifit
Derivation, wenn

®(ab) = ®(a)b+ a®(b)

fiir alle a,b € A. Die Menge aller Derivationen auf A wird mit Det(A) C
End(A) bezeichnet.

3. Ist speziell A = C*°(M) und p € M, dann nennt man eine lineare
Abbildung ® : C*°(M) — R eine Derivation in p, wenn

®(gf) = g)@(f) + f(p)2(9)

fiir alle f,g € C°°(M) gilt. Die Menge aller Derivationen in p wird mit
Der,(C°(M)) C Hom(C*(M),R) bezeichnet.

Bemerkung 7.20. Derivationen in p gemé&fl Definition 7.19.3 haben die
folgende Eigenschaft: Sind f,g € C°°(M) und gibt es eine offene Um-
gebung U C M von p, sodass gl = flu, so gilt v(f) = v(g) fir alle
v € Dery(C®(M)).

Daher kann man die Definition von ®et,(C*°(M)) etwas ,verfeinern®. Dazu
betrachten wir auf C*°(M) die Aquivalenzrelation

f~g <= 3UCMoffen : pe U und fly =glv.

Die zugehorige Aquivalenzklasseneinteilung bezeichnen wir mit CX(M) =
C>°(M)/ ~. Dies ist ebenfalls eine R-Algebra und es gibt die repréisentantenu-
nabhénige Auswertungsabbildung M > p — [f](p) := f(p). Damit gilt dann
Dery(Cr°(M)) = Dery(C°°(M)) mit Bezeichnungen analog zu Definition
7.19.3.

Es gelten insbesondere die Umkehrungen von Folgerung 7.15 und Bemerkung
7.18.
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Satz 7.21. Es sei M eine abstrakte Fliche und p € M. Weiter sei X(M)
die Menge der glatten Vektorfelder und T,M der Tangentialraum in p. Dann
gilt
X(M) =Dex(C*(M)) und T,M = Der,(C*(M)).

Bemerkung 7.22. Es seien M, N abstrakte Flachen und F' : M — N
eine glatte Abbildung. Weiter sei v € T),M ein Tangentialvektor, der durch
die Kurve ¢ : I = | —€,¢[ — M realisiert wird, also v = ¢(0) oder v(f) =
L (foc)(0) fiir alle f € C°°(M). Dann ist ¢ := Foc: I — M eine Kurve auf
N mit &0) = F(p) und es ist w := &(0) € TrpyN. Die Berechnung von w ist

unabhéngig von der Wahl der Kurve ¢, die v realisiert, und héngt somit nur
von F' und v ab.

Das motiviert die folgende Definition.

Definition 7.23. Es seien M, N abstrakte Flichen und F' : M — N eine
glatte Abbildung. Dann ist das Differential von F in p definiert als die lineare
Abbildung d, F : T, M — Tr,) N mit

dpF(v) = 6(0) )
wobei ¢ = Flocund c¢: I — M den Tangentialvektor v € T),M realisiert.

Bemerkung 7.24. Das Differential der glatten Abbildung F': M — N lésst
sich auch wie folgt beschreiben. Es sei v : C*°(M) — R ein Tangentialvektor
in TyM. Der Tangentialvektor d,F (v) : C°(N) — R in Tp(,) N ist dann
gegeben durch

dpF(v)(f) = v(f o F)
fir alle f € C°°(N).

Bemerkung 7.25. Gegeben seien zwei Parametrisierungen o : U — M

und & : U — N von M und N mit F(a(U)) C &(U). Dann ist fir v =
2

i 0
Z; Vg » € T,M

2 AL
0 ) ; OF7 , _
dpyF(v) =w= E w]@ o) mit w’ = 5 (@ !
i=1

)",
wobei FJ die j-te Komponente von F' = (& o Foa)l : U — U. Daraus folgt
die Linearitét von dpF' : T,M — Tp,) N. Weiter ist Dy, F die Matrixdar-
stellung von d,F' beziiglich der Basen {B%i‘p} von T, M und {8%1-
TppyM.

‘F(p)} von

Frank Klinker
Differentialgeometrie | - Kurven und Flachen



7 ABSTRAKTE FLACHEN 113

Definition/Bemerkung 7.26. Es sei M eine abstrakte Fliche. Eine Zuord-
nung g : p — gp, die jedem p € M ein Skalarprodukt g, : T, M x T,M — R
zuordnet, heiflt glatt, wenn es eine Parametrisierung « : U — M gibt, sodass
die lokalen Funktionen g¢;; : a(U) — R mit

0
p’ Oul Ip

glatt sind. Das ist dquivalent dazu, dass fiir alle Vektorfelder X,Y € X(M)
die Funktionen ¢g(X,Y): M — R mit g(X,Y) := g,(X,,Y},) glatt sind.

gij(p) = gp(%

FEin solche glatte Verteilung von Skalarprodukten, g, heiflit Riemannsche
Metrik auf M .0x%)

Die Frage, ob es auf einer abstrakten Fliche stets eine Riemannsche Metrik
gibt, beantwortet der folgende Satz.

Satz 7.27. Auf einer abstrakten Fliche gibt es immer ein Riemannsche
Metrik.

Bemerkung 7.28. Man hat jetzt alle Vorbereitungen, um fiir abstrakte
Fléchen alle Rechnungen und Begriffe aus den vorigen Kapiteln zu iiber-
nehmen, die sich nur mit Hilfe der ersten Fundamentalform beschreiben
lassen.

So kann man analog zu den Ausfithrungen in Kapitel 5 und 6 nun Zusam-
menhénge und deren Kriimmungen definieren und, wenn wir eine Riemann-
sche Metrik haben, macht der Begriff des Levi-Civita Zusammenhangs Sinn.
Ebenso lassen sich sémtliche lokalen Gréflen, wie z.B. die Christoffelsymbole
I’fj und die Kriimmungskomponenten Rijké berechnen. Ebenso bekommt
man analog die Begriffe parallel, Paralleltransport und damit den Begriff der
Geodite sowie Exponentialabbildung und geodétische Polarkoordinaten.

(%) Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866)
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A Grundlagen Lineare Algebra & Analysis

A.1 Lineare Algebra

Grundbegriffe: Vektorraum (hier in der Regel dim < oo), Matrix, linear
abhéngig und linear unabhéingig, Basis, Erzeugendensystem, lineare und
bilineare Abbildungen, Matrixdarstellungen, Eigenwerte, Eigenvektoren.

Die Grundlage bildet in dieser Vorlesung der Zahlenraum R" sowie dessen
Untervektorrdume. Obwohl wir uns im Folgenden auf die Félle n = 2,3
beschrinken, werden wir Aussagen, die fiir beide Félle — und eigentlich
fiir beliebige n € N — giiltig sind, allgemein formulieren und dann ggf.
spezialisieren.

Bezeichnung A.1l. Die Standardbasis des R? bzw. R? bezeichnen wir mit

Bemerkung A.2. e Es sei W = {11, s, w3} eine Basis des R? und es
sei V = {¥, U2, U3} definiert durch die Linearkombination

U1 = a11Wi + a12Ws + a13wWs
Uy = a1 W1 + ageWs + ag3wWs

U3 = az1wWi + azaWs + az3ws

Das letzte 148t sich kompakter in der folgenden Form schreiben:

U1 W a1 a2 ais
172 =A- u_fg mit A= a21 agy a3
U3 w3 as1 asy ass

Dann gelten folgende Aquivalenzen:

V = {¥, U, U3} ist eine Basis
< A ist invertierbar
< A hat maximalen Zeilenrang, ndmlich Zrg(A) = 3
< A hat maximalen Spaltenang, nimlich Srg(A) = 3
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< A hat maximalen Rang, ndmlich rg(A) = 3
& A hat nach Durchfithrung des GauB-Algorithmus®™) keine
Nullen auf der Diagonalen
< A hat nichtverschwindende Determinante, det(A) # 0
< A hat nur nichtverschwindende (ggf. komplexe) Eigenwerte
e Ist V ebenfalls eine Basis, dann nennt man die Matrix A die Basis-
wechselmatriz (von der Basis V zur Basis W).
e Ist W = £ die Standardbasis, und schreibt man statt o; = 22:1 i€k
ai1
wie iiblich #; = | a;2 |, dann sieht man, dass die Vektoren ; gerade
a;3
die Spalten von A liefern.

e Diese Aussagen gelten fiir n = 2 (und fiir n > 3) komplett analog.

Bemerkung A.3. e Die Menge aller m x n-Matrizen bezeichnen wir
mit M, ,R. Ist m = n, so schreiben wir M,R := M, ,R.

e Die Menge der invertierbaren n x n-Matrizen bezeichnen wir mit
GL,R :={A € Mg | det(A) #0} C M,R.
GL,R ist beziiglich der Matrixmultiplikation eine Gruppe.

e Es sei C € M,R. A heifit diagonalisierbar, wenn es reelle Zahlen
{ai,...,a,} und eine Matrix A € GL,R gibt, sodass

aq 0 0
AT'CA = Diag(ay, .. .,an) = 0
SO
0 0 an

e Sind V ={91,...,0,} und W = {wy, ..., w,} Basen des R", dann gibt
es eine Matrix A € GL,R, sodass

W=A"1VA,

wobei V' die Matrix ist deren Spalten gerade die Vektoren aus V sind
und analog fiir W. A heifit dann die Basiswechselmatriz.
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Definition A.4. 1. Ein Vektorraum V wird durch die Fixierung einer
symmetrischen, positiv definiten Bilinearform g zu einem euklidischen
Vektorraum®>9 Solch ein ¢ heifit auch Skalarprodukt.

2. Durch
[+ llg: V = Rmit [|9][g := +/g(V,7)
wird eine Norm auf V erklart.

3. Der Winkel (beziiglich g) zwischen zwei Vektoren @, € V \ {0} ist

definiert durch (7. 5)
g\v,w
cos(p) = = -
151l g

4. v,w € V heiflen orthogonal, wenn der Winkel zwischen den beiden
cos(yp) = 0 erfiillt, also: ¥ L & <= g¢(v,w) = 0. Insbesondere ist der
Nullvektor 0 senkrecht zu allen Vektoren.

Wir verwenden im Folgenden lediglich das Standardskalarprodukt des R"
und damit zusammenhéngende Skalarprodukte auf Untervektorrdumen von
R™.

Beispiel A.5. e Die Abbildung

() :R"xR" >R mit
n,n

(¥, %) := vl +v*w? + -+ 0w

firv=1: € R” heifit das Standardskalarprodukt des

R™. In d1esen Fillen glbt die Norm ||7]] = /(¥, ) gerade die Lénge
des Vektors ¥ und berechnet sich zu

19 = V()2 + ()2 + ... ()2

Das ist der Satz von Pythagoras.

1 1
e Fiirn=2und 7= <02>,u_}— <w2> € R? ist
v w

(W, 0) = viw' +0v2w? und |7)? = (v1)% + (v?)2.

o) Buklid von Alexandria (3. Jhd. v. Chr.)
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1 1

v w
Firn=3und 7= [v?]|, W= | w?| € R3ist
v w3

(W, %) = vlw' +v*w? + 3w und  |7)* = (1) 4+ (012 + (03)2.

Bemerkung A.6. Als Norm erfiillt || - || die folgenden (Un-)Gleichungen:

Dreiecksungleichung;: |0+ || < ||7|| + |||
Cauchy-Schwarz-Ungleichung (°i); (v, )% < ||7))?|| ||
Parallelogrammgleichung: 2191 + 2||5||* = |7+ @||* + ||T — @2

Bemerkung A.7 (Geometrische Interpretation des Skalarproduktes). Es
seien ¥, W € R™ zwei Vektoren und « die Projektion von @ auf die Gerade,
die von ¥ aufgespannt wird. Dann entspricht der Betrag des Skalarproduktes
von ¢ und @ der Fliche des Rechtecks mit den Seitenléingen ||| und |||,
siehe Abbildung 23.

Abbildung 23: Skalarprodukt

w

p lall

—

<

B B u
[l = [[w]] cos ¢

Wegen der Symmetrie von (-, -) liefert ein Vertauschen der Vektoren in der
Konstruktion ein weiteres aber in der Regel anderes Rechteck mit dem
gleichen Flicheninhalt.

Definition A.8. Auf R? gibt es eine bilineare Abbildung, die zwei Vektoren
einen neuen Vektor zuordnet. Dieses Produkt nennen wir Kreuzprodukt

X :R3x R = R mit (7,W) — ¥ x 0.
Diese Abbildung ist durch folgende Eigenschaften eindeutig charakterisiert:
1. Ist ¢ € [0, 7] der Winkel zwischen ¢ und , so ist

17> ]| := ||| ]| sin(ep)
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2. Ist ||Ux || # 0soist ¥xw L ¥und ¥x @ L @ sowie det (¥, W, ¥ x W) > 0
Insbesondere ist x schiefsymmetrisch und es gilt @ x @ = 0 genau dann,
wenn ¥ und @ linear abhéngig sind.

Bemerkung A.9. e Die Eigenschaft 1. fixiert die Ldnge des Vektors
¥ x @ und die Eigenschaft 2. seine Richtung.

e Wegen der Eigenschaft 1. haben wir die folgende geometrische Inter-
pretation: die Linge |0 X || entspricht der Fliche des von ¥ und o
gebildeten Parallelogramms. Wegen der Eigenschaft 2. steht der Vektor
¥ X w senkrecht auf diesem Parallelogramm, siehe Abbildung 24.

Abbildung 24: Kreuzprodukt

<y
X
g
N

o Wegen der Eigenschaft 2. gilt die “Rechte-Hand-Regel“, siehe Abbildung
25.

Abbildung 25

U x i } Mittelfinger Rechte-Hand-
Regel
b
’U_j S
Zeigefinger
gefing “
axb
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vl w!
e Sind = | v?| und @ = | w? |, so ist
v w3
V2w’ — v3w?
Txw= | 3w —vtw?
viw? — v?w!

Satz A.10. Es sei V. C R™ ein Untervektorraum, dann ist fir J,@w € V
durch

(U, W)y = (U, )
eine bilineare Abbildung (-, )y : V. xV — R definiert. Diese ist ein Skalarpro-
dukt auf V', das vom Standardskalarprodukt auf R™ induzierte Skalarprodukt
auf V.

Bemerkung A.11. e Es sei b eine symmetrische Bilinearform auf R™.
Fiir fixiertes ¥ € R" ist die Abbildung & + b(7, W) eine lineare Abbil-
dung. Man sagt b ist entartet, wenn es ein 7@ € R™\ {0} gibt, sodass
diese Abbildung b(7,-) : R — R die Nullabbildung ist. Insbesondere
gibt es dann in der Sylvester-Form®ii) von b mindestens eine Null
auf der Diagonalen.

e Es sei b eine beliebige Bilinearform auf R™. Dann induziert diese wie
oben eine Bilinearform by auf jeden Unterraum V. Auch wenn b nicht-
entartet ist, so muss dieses fiir by im Allgemeinen nicht gelten. Ins-
besondere sind Skalarprodukte nicht-entartet und wir sehen, dass die
positive Definitheit fiir die Vererbung dieser Eigenschaft eine wichtige
Rolle spielt.

e Beispiel: Betrachte R? mit der Bilinearform b(7,w) = —vlw! +v?w? +
v3w3. Diese ist nicht-entartet, denn sie hat die Sylvester-Form
diag(—1,1,1), z.B. beziiglich der Standardbasis £ von R3. Weiter sei
V = spang{€] + &, &} C R3. Dann ist by : V x V — R entartet, denn
by (€1 + é,+) : V — R ist die Nullabbildung. Insbesondere liefert die
gewéhlte Basis schon die Sylvester-Form diag(0, 1) fiir by.

Definition A.12. e Eine Basis {é1,...,¢€,} eines euklidischen Vektor-
raums (V, g) heiBt Orthonormalbasis (ONB), wenn(*1V)

oo 1 firi=j
9(6i,€)) = 045 == L
0 firi#j

Coxiid) James Joseph Sylvester (1814-1897)
(exiV)Dag s0 definierte Objekt §;; heiBt auch Kronecker-Symbol.
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fur alledi,j =1,...,n.

e Zwei ONB heiflen orientierungsiquivalent, wenn die verbindende Basis-
wechselmatrix positive Determinante hat.

Bezeichnung A.13. Im R” mit dem Standardskalarprodukt nennen wir eine
ONB {éi,...,é,} positiv, wenn die Basiswechselmatrix zur Standardbasis
positive Determinante hat. Das heifit, die Komponentendarstellung beziiglich
der Standardbasis erfiillt det(él, ..., é,) > 0.

Beispiel A.14. e Die Standardbasen von R? und R? sind positive ONB
beziiglich der Standardskalarprodukte.

0 1 -1
° { ((1)) ,% ((f) ,% < (1) > } ist eine negative ONB des R? beziiglich

des Standardskalarproduktes.

Satz A.15 (Gram-Schmidt-Verfahren®™*)). Man kann nun zu einer vorge-
gebenen Basis V = {¥1,...,U,} von R" eine ONB O = {é1,...,é,} finden,
sodass

i. spang{vi,..., U} = spang{€1,...,ex} fir alle k=1,...,n, und

it. (Ug,ex) >0 fir alle 1 <k <n.

Bemerkung A.16. e Zum Beweis definiert man induktiv €] := i 1711H U1
) k—1
und € 1= T Uk mit dy, == v, — Y (Uk, €5)€; fur k=2,...,n.
Jj=1

e Bei diesem Verfahren erhilt man auflerdem

det(z_}’l, ey Un) = det(é’l, ey gn)

e Fiihrt man das GSV nur bis zum zweitletzten Schritt wie oben aus und
erhélt sich die Freiheit in der Wahl des Vorzeichens von €é,, so kann
man auf diese Art stets eine positive ONB konstruieren (dabei geht
gef. die Eigenschaft ii. verloren).

Bemerkung A.17. o Ist {€},é5,E3} eine positive ONB des R? so gilt

€1X€2:—€2X51:53
€2X€3:—53X52:€1
53X€1:—€1X53:52

(oY) Jorgen Pedersen Gram (1850-1916), Erhard Schmidt (1876-1959)
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1
o Im R? ist fiir v = <52> # 0 die Menge {iﬁ, ij_} eine positive

2
ONB. Dabei ist U} := ( vii > und es gilt det(7,7,) = ||7]]*> > 0

e Es seien €1, €3 die ersten beiden Vektoren beim Anwenden des GSV im
R3. Dann ist {€1, €, €1 x €} eine ONB des R3.

Definition/Bemerkung A.18. 1. A € GL,R heifit orthogonale Abbil-
dung, wenn

(AT, Aw) = (5,@) fiir alle ¥, € R

Die Menge aller orthogonalen Abbildungen wird mit O(n) bezeichnet.
Diese Abbildungen bilden eine Untergruppe von GL,R. Eine spezielle
Untergruppe von O(n) ist SO(n) = {A € O(n)|det(A) =1} und heifit
die Menge der speziellen orthogonalen Abbildungen.

2. Eine Abbildung A ist genau dann orthogonal, wenn A7 A = 1.
3. Ist A € O(3) so gilt
AU x Al = £ A(V x W)

fiir alle Vektoren @, € R3. Hierbei ist das Vorzeichen durch det(A) =
+1 bestimmt.

4. Eine Abbildung ® : R” — R" heifit Bewegung, wenn ||®(7)) — ()| =
|0 — || fur alle ¥,w € R™.
Ist & : R™ — R"™ eine Bewegung, so gibt es eine orthogonale Abbildung
A € O(n) und einen Vektor b € R™ mit ®(¢) = AU+ b fiir alle 7 € R™.

5. Eine Bewegung ® heifit orientierungserhaltend oder positiv, wenn in
der obigen Beschreibung A € SO(n) ist, und sie heifit orientierungs-
umkehrend oder negativ, wenn nicht.

6. Diese Definitionen und Aussagen funktionieren analog fiir allgemeine
euklidische Réume (V,g). Man schreibt dann SO(V,g) C O(V,g) C
End(V).

Definition/Bemerkung A.19. e Es sei V ein n-dimensionaler R-Vek-
torraum und A € End(V). Eine Zahl A € R heifit Figenwert von A,
wenn es einen Vektor 7 € V' \ {0} gibt, sodass

A(V) = MU
Der Vektor ¢ heifit dann Eigenvektor (von A zum Eigenwert \)

Frank Klinker
Differentialgeometrie | - Kurven und Flachen



A GRUNDLAGEN LINEARE ALGEBRA & ANALYSIS 122

e Ist A € R ein Eigenwert von A, so gilt det(A — A1) = 0. Das Polynom
XA(t) :=det(A —t1)

heifit charakteristische Polynom (von A). Seine Berechnung héngt nicht
von der konkreten Wahl der Matrixdarstellung von A ab und die
Nullstellen von x4 sind genau die Eigenwerte von A.

e Schreibt man x)(t) = (=1)"(¢" + an—1t""' + ... 4+ a1t + ag) und ist
(Aij),<ij<n € MyR eine Matrixdarstellung von A, so gilt insbesondere

an—1 = Spur(4) = A1 + Aoz + ... + Ay,

und

ap = det(A) = Z Sgn(J)Alo(l)AQU(Z) Tt Ana(n)
oeSy

e Das charakteristische Polynom kann auch zusétzliche komplexe Nullstel-
len haben, diese nennen wir auch Eigenewerte von A. Ist insbesondere
V = R", so gibt zu solch einem komplexen Eigenwert A\ dann auch
komplexe Eigenvektoren, d.h. & € C™\ {0} mit AT = \7.

e Eine Matrix A € M, R heifit diagonalisierbar, wenn es Ay,..., A\, € R
und eine Matrix V € GL,R gibt, sodass

VLAV = Diag(A1, ..., \).

Dann sind die \; die Eigenwerte und die Matrix V' bekommt man, indem
man die Eigenvektoren von A als Spalten in eine Matrix schreibt.

e Hat eine Matrix A € M,R genau n verschiedene, reelle Eigenwerte
Al, ..., Ap, SO ist sie diagonalisierbar.

Definition/Bemerkung A.20. e Ist V ein euklidischer Vektorraum
mit Metrik g, dann ist die zu A adjungierte Abbildung A* definiert
durch

g(A* T, W) = g(v, Aw) fir alle 7,W € V.

e Im Fall, dass V =R" und g = (-,-) ist A* = AT,

e Die Abbildung A heifit normal, wenn A*A = A*A. Normale Abbildun-
gen mit A* = A heiflen selbstadjungiert und die mit A*A = AA* =
sind gerade die orthogonalen Abbildungen
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e Ist A eine normale Abbildung, dann gibt es (eventuell k9mplexe) Zahlen
{p1,..., pn} eine (eventuell komplexe) Matrix V mit V*V = 1, sodass

VLAV = Diag(p1, . .. pin) -
Hierbei bezeichnet V' die zu V' komplex konjugierte Matrix.

e Die i-te Spalte von V ist also der (eventuell komplexe) Eigenvektoren
von A zum (eventuell komplexen) Eigenwert ;.

e Sind insbesondere p; # p; und reell, dann sind die Eigenvektoren zu
den beiden Eigenwerten orthogonal.

e Ist A orthogonal so gilt |u;| = 1 fiir alle Zahlen p;.

o Ist A selbstadjungiert, dann sind alle Eigenwerte reell und es gibt eine
ONB aus Eigenvektoren. Das sind die Spalten der Matrix V', die dann
VIV =1 erfiillt.

Definition/Satz A.21. E sei V' ein euklidischer Vektorraum mit Metrik g.
Ist A eine (beziiglich g) selbstadjungierte Abbildung, dann heifst die Abbildung
Ry:V\{0} =R

9(Av, v)

9(v,v)

der Rayleigh-Quotient von A.Gexvi) Gind Ny < Ny < ... <\, die sortierten
Eigenwerte von A, dann gilt

Ry (V) :=

mit Gleichheit bei Einsetzen der zugehdrigen Eigenvektoren.

A.2 Analysis

Grundbegriffe: R™ ist ein topologischer Raum, wobei die Topologie iiber
Kugelumgebungen definiert ist. Dazu benutzen wir den Abstandsbegriff, der
iiber das Standardskalarprodukt (-,-) gegeben ist:(Vii)

Bl (z) ={y e R"|[[lz —y| <r}.

Goocvl) John William Strutt, 3. Baron Rayleigh (1842-1919)
Gooxvi) A jetzt werden wir auf den Vektorpfeil verzichten. Wir bezeichnen weiterhin die
Koordinaten eines Vektors mit oberen Indizes, also v = (v',...v™)" € R™.
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Manchmal lassen wir den oberen Index weg und schreiben B, (z), wenn aus
dem Kontext die Dimension n klar ist. Spezielle Bezeichnungen: B]' := BJ*(0)
und B" := B} = B}(0). Eine damit im Zusammenhang stehende weitere
Menge ist

Si @) = {y eR" |||z —yll =1}
Wir schreiben speziell S7~! := S7~1(0) und S™~! = S~ 1(0).

Die Topologie erlaubt nun die Untersuchung von Konvergenz, Grenzwert und
Stetigkeit im Zusammenhang mit Abbildungen F : R™ — R". Statt mit Zah-
lenrdumen kann man auch analog mit beliebigen euklidischen Vektorrdumen
starten, (ooxviii)

Im Zusammenhang mit Teilmengen des R™ werden wir die Begriffe offen, ab-
geschlossen, kompakt, beschrdnkt, wegzusammenhdngend, zusammenhdngend
oder einfach zusammenhdngend voraussetzen, aber gegebenenfalls wiederho-
len.

Bezeichnung A.22. Ist A C R” eine Teilmenge, so bezeichnen wir mit
A= ﬂ{B C R"| A C B und B ist abgeschlossen}
den Abschluss von A, mit
A= U{C CR"|C C A und C ist offen}
das Innere von A , sowie mit
A=A\ A

den Rand von A. Die Elemente von A heifen innere Punkte von A und die
Elemente von 0A heilen Randpunkte von A.

Bemerkung A.23. Es seien A, A1, Ao C R™ Teilmengen

1. Aist genau dann offen, wenn A = A. Das ist dquivalent zu der folgenden
Aussage: Fiir alle z € A gibt es ein r > 0, sodass B,(z) C A. In Worten
bedeutet das: Um jeden Punkt von A passt noch ein ganzer offener
Ball in A.

2. A ist genau dann abgeschlossen, wenn A = A ist. Dies ist dquivalent
dazu, dass R™\ A offen ist.

Goocvii) | oder noch allgemeiner mit Banachriumen.
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3. Ein Punkt z € R™ ist ein Randpunkt von A, also x € 0A, genau dann,
wenn fiir alle r > 0 sowohl B,(z) N A # () als auch B,(x)N(R™\ 4) # 0.
In Worten heifit das: Jeder Ball um z enthilt Elemente aus A und aus
R™\ A.

4. A ist genau dann beschriankt, wenn es ein z € R™ und ein r > 0 gibt,
sodass A C By(x), d. h. es gibt eine Kugel, die A ganz umschlief}t.

5. (Satz von Heine-Borel) (oodx) - 4 jgt genau dann kompakt, wenn A

beschrinkt und abgeschlossen ist. Dies benutzen wir im Folgenden zur
Charakterisierung kompakter Mengen.

6. (Hausdorff-Eigenschaft)*) Sind A;, Ay ¢ R" abgeschlossen mit
A1 N As = 0, so gibt es offene Mengen Uy, Uy C R™ mit Uy N U = ()
sowie A1 C Uy und As C Us. Man sagt auch, dass sich disjunkte
abgeschlossene Mengen durch offene Mengen trennen lassen. Durch
diese Eigenschaft wird R™ zu einem Hausdorff-Raum.

Beispiel A.24. e Es ist B"(x) = B"(x) und dB"(z) = S"(z), also
B}(z) = Br(z) U Sy H(x) = {y e R" [||lz —y|| < r}.

e Fiir n = 1ist B! =] —1,1][C R ein offenes Intervall und S* = {-1,1} C
R eine zweipunktige Menge.

e Fiir n = 2ist B2 die offene Einheitskreisscheibe und S* der Einheitskreis
um den Ursprung.

e Es ist S"2 x {0} ¢ B" ! x {0} C B"™ und sogar S" 2 x {0} C
S7=1 ¢ B". Interpretiert man die Erde als Kugel mit Radius 1 um den
Ursprung eines Koordinatensystems, so gibt das obige fiir n = 3 gerade
die Beziehung Aquator < Erdoberfliche <> Erdkugel wieder.

Nach dieser kurzen Wiederholung einiger Grundbegriffe, kommen wir direkt
zur Differenzierbarkeit.

Definition A.25. 1. Sei U C R™ offen und F : U — R”. Dann heifit
F differenzierbar im Punkt up € U wenn es eine Abbildung ®,, €
Hom(R™,R™) und eine in wug stetige Abbildung o : U — R" mit
o(up) = 0 gibt, sodass sich F fiir alle x € U schreiben laft als

F(z) = F(ug) + @y, (xz — uo) + o(x)||z — uol| -

Coxix) Eduard Heine (1821-1881), Félix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956)
D Felix Hausdorff (1868-1942)
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2. F heifit differenzierbar, wenn F' in jedem Punkt u € U differenzierbar
ist.

Bemerkung A.26. 1. F ist genau dann differenzierbar in ug, wenn es
eine Abbildung ®,,, € Hom(R™,R") gibt mit

lim F(z) — F(up) — ®yy(x — up)
z—vug |z — uo|

=0.

Im Fall m =n = 1ist ®,, = f'(uo).

2. Schreiben wir F(x) = (F(z),...,F"(z)) mit F' : U — R, so ist F
genau dann differenzierbar in ugy, wenn fiir jedes i die Abbildung F*
differenzierbar in ug ist.

Definition A.27. Sei U C R™ offen und F' : U — R"™. Dann heifit F in
ug € U in Richtung v € R™ differenzierbar, wenn die gewdhnliche Ableitung

d
DF(ug;v) := %F(uo + tv) -

existiert. Der Ausdruck DF'(ug;v) € R™ heifit die Richtungsableitung von F
in Richtung v im Punkt ug.

Satz A.28. Ist F': U — R" differenzierbar in ug € U so existieren simtliche
Richtungsableitungen und es gilt

DF(ug;v) = @y, (v).

Definition/Bemerkung A.29. 1. Wir schreiben fiir die Richtungsablei-
tungen in Richtung der Standardbasisvektoren {€;}i=1,. m

oF
ox’
und nennen das die i-te partielle Ableitung von F' in ug. Wenn samt-

liche partiellen Ableitungen in wug existieren, dann heifit F' partiell
differenzierbar in ug.

(uo) := DF (3 )

2. Esist
OF d . . . ~
1 i—1 1 +1 m /(0
—(ug) = —F(ug, ..., u, uy +t,u, ) = F(u
6%’( 0) dt ( 0> Y0 0 M0 (VN ’ O)t:O z( O)v
wobei
. 1 i—1 i+1
Fi:s—= F(ug,...,uy ,Suy,...,uy).
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3. Wir sagen F' ist partiell differenzierbar, wenn sédmtliche partiellen

Ableitungen gﬁ (u) fiir alle v € U existieren.

4. F : U — R" heiit stetig partiell differenzierbar in ug, wenn alle
partiellen Ableitungen von F' in ug existieren und stetig in ug sind.
Weiter heifit F' stetig partiell differenzierbar, wenn dies fiir alle Punkte
u € U gilt.

5. Essei F': U — R™ in ug € U differenzierbar und wir schreiben F(z) =
(Fl(z),...,F*(z)) = > i1 FJ(z)é;. Dann ist fiir v =", v'é; € R™

Dy (v) =D 0By, (6) =) v e (w)=>_Y v oo (10)E
=1 i=1 i=1 j=1

6. Bezeichnen wir die Funktionalmatriz der Abbildung F' in ug mit

OFJ
Dol = <8xi (u0)>i:1,...,m € MmnR,

j=1l...n

so ist dies die Matrixdarstellung von ®,,, beziiglich der Standardbasis.

7. Existiert zur Abbildung F' : U — R" die Funktionalmatrix DF :
U— My R mit DF 2w D, F, so ist F' genau dann stetig partiell
differenzierbar (in wug), wenn die Eintréige von DF stetig (in ug) sind.

Satz A.30. Es sei U C R™ offen und F' : U — R" sei partiell stetig
differenzierbar in ug. Dann ist F' auch differenzierbar in ug und es gilt

D, (v) = Dy F - v = DF(ug;v) .

Definition/Bemerkung A.31. 1. Die differenzierbare Abbildung F :
U — R™ heifit stetig differenzierbar wenn die Abbildung u +— ®,, stetig
ist.

2. F ist genau dann stetig differenzierbar, wenn die Funktionalmatrix als
Abbildung DF : U — M,, ,R mit u — D, F stetig ist, d. h. DF hat
stetige Eintrige.

3. Wir kénnen damit nun ohne Probleme auch héhere Ableitungen definie-
ren. Insbesondere nennen wir eine Abbildung glatt, wenn Ableitungen
in beliebiger Ordnung existieren und stetig sind.
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Es folgen nun einige wichtige Sétze aus der Analysis, von denen wir ab und
zu “Babyvarianten® benttigen werden.

Satz A.32 (Umkehrsatz). Es sei U C R™ offen und F : U — R" stetig
differenzierbar. Sei ug € U mit det(Dy,F) # 0. Dann gibt es einen Ball
By (ug) C U derart, dass

1. V := F(By(up)) C R™ ist offen,
2. F‘B (uo) * By (ug) — V st bijektiv, und

3. G:=(F L.V — B,(ug) ist stetig differenzierbar mit

By (uo) )

D,G = (DgyF) ™

Definition A.33. Ist U C R" offen, so heifit F': U — F(U) Diffeomorphis-
mus, wenn F und F~!: F(U) — U stetig differenzierbar sind.

Satz A.34 (Submersionssatz). Es sei U C R" offen und F : U — RF mit
n > k stetig differenzierbar. In ug € U habe die Jakobimatriz D, F den
vollen Rang k.

Dann gibt es einen Ball B := B,(up) C R"™ und einen Diffeomorphismus
H : B — H(B) derart, das

F|ly,=moH.

Hierbei ist m, : R™ — RF mit mp(ul, ..., u™) = (u*F1, ... u™) die lineare
Projektion auf die letzten k Koordinaten.

Beweisidee: Wir nutzen die Zerlegung R” > u = (z,y) € R"* x R¥ und
zerlegen die Funktionalmatrix D, F' in zwei Teilmatrizen geméd D, F' =

(%(UO) or (u0)> Dabei sind

By
oF OF"
— = =— M, R
O (uo) <8a:J (UO)>i=1,...,k € Mp—g kR,

j=l..n—k

oF OF!
—(ug) = | =—(u, € MR,
8y( 0) (83/3( O)>i,j:1,...,k k

wobei die Bedingung det (%—Z(u@) # 0 erfiillt sein muss. Dann definieren

wir H : U — R® mit H(u) = H(z,y) := (x, F(z,y)). Diese Abbildung
erfiillt die Voraussetzungen aus dem Umkehrsatz und H ist dann durch die
Einschrdankung von H auf einen hinreichend kleinen Ball gegeben.
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Satz A.35 (Satz iiber implizite Funktionen). Es seien U C R™ offen,
Fi':U >R firi=1,...,k Funktionen und

Ni={ueU|Fw = =Fu) =0} R,
Wir schreiben v = (z,y) € U mit x € R™ % und y € R¥. Damit sei
det (%(u@) # 0 fiir ein ug = (xo,y0) € N C U.

Dann gibt es einen Ball B := Bl"(up) C U wund eine offene Umgebung
K c R™* von zq sowie Funktionen G',...,G* : K — R derart, dass

NNB={u=(z,y)€Ul|y'=G'(x) firl<i<k} .

Weiter ist fir alle x € K
F(x,G(z))=0

und G ist differenzierbar mit

-1
DG = — (ay(x,G(:c))> gi(x,G(x))

Satz A.36 (Immersionssatz). Es sei U C RF offen und F : U — R™ mit
n > k stetig differenzierbar. In uy € U habe die Jacobimatriz D, F den
vollen Rang k.

Dann gibt es eine Umgebung B, (uy) C U, einen offenen Ball B C R", eine
offene Menge V. C R" sowie einen Diffeomorphismus H : B — V mit

By (ug) — H oy

wobei 1, : RF — R"™ die Inklusion w,(z!,...,2%) = (z1,...,2%,0,...,0)
bezeichnet.

Definition A.37. Es sei U C R™ offen und F : U — R" stetig differenzier-
bar.

1. Ist m > n und rk(D,F') = n fiir alle u € U so heiit F' Submersion.

2. Ist m < n und rk(D,F) = m fiir alle uw € U so heit F' Immersion.

Satz A.38 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Es sei J C R ein Intervall
und F' : J xR™ — R" eine glatte Abbildung. Dann gibt es ein Intervall I C J
mit tg € I und einen Ball B,(0) C R"™, so dass
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1. fir alle xy € B,(0) gibt es genau eine Funktion yy, : I — R™ mit
Yo (1) = f (4o (1), 4 (o) = w0
2. die Abbildung I x B.(0) = V mit (t,x) — y.(t) ist glatt.

Man sagt auch: yy, lést das Anfangswertproblem (AWP) ¢ = F(t,y(t)),
y(to) = XZ0-.

Ist F ein lineares System, d. h. F(t,z) = A(t)xr mit A : J — M,R, so ist
sogar I = J.

Beispiel A.39. e Betrachte F': RxR"™ — R" mit F(¢,z) = A(t)x+b(t)
wobei A : R — M,R und b : R — R". Dann hat das AWP ¢/ =
F(t,y(t)), y(0) = zo die formale Losung

Yao (1) =exp( /0 t A(T)dT) (960+ /0 exp(— /O TA(U)da)l)(T)ch) .

Speziell fiir die homogene Differentialgleichung mit b = 0 ergibt sich

t

o) = o0 [ Ay,

e Betrachte speziell n = 2 und A(t) = (0 _1> unabhéngig von ¢. Dann

1 0
st

exp (/Ot A(T)dT) =exp(tA) = ni:jot"A" = <Z?j((§)) CS:ZS))

und fiir b = 0 erhalten wir y,,(t) = (:?5((;) _Czlsr(lt(;f )

des AWP ¢/ = Ay, y(0) = xq.

) xg als Losung
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