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1 Graduierte Algebren

1.1 Graduierte Algebren, Superalgebren

Sei A = A0 + A1 eine Algebra mit

AiAj ⊂ Ai+j für alle i, j ∈ Z2 = {0, 1} (1)

Dann heißt A eine Z2-graduierte Algebra. Die Elemente aus Ai heißen ho-
mogene Elemente und für a ∈ Ai ist deg(a) = |a| = i der Grad von a. Für
ε ∈ Z2 nennen wir A

• ε-kommutativ, wenn ab = (−1)ε|a||b|ba für homogene Elemente a, b ∈ A
gilt, und

• ε-antikommutativ, wenn ab = −(−1)ε|a||b|ba für homogene Elemente
a, b ∈ A erfüllt ist.

Außerdem definieren bzw. bemerken wir noch

• Im Fall ε = 1 sprechen wir bei A auch von einer kommutativen bzw.
antikommutativen Superalgebra.

• Für ε = 0 handelt es sich bei A um eine - bis auf die Graduierung -
gewöhnliche kommutative bzw. antikommutative Algebra.

Es gilt die folgende

Bemerkung 1.1. Ist A = A0 + A1 eine Superalgebra und bezeichnet ⟨B⟩
das von der Teilmenge B ⊂ A aufgespannte Ideal, so gilt:

1. Ist A kommutativ, so sind die Elemente in ⟨A1⟩ nilpotent.

2. Sind die Elemente aus ⟨A1⟩ nilpotent, so ist für die natürliche Projektion

π : A → A⧸⟨A1⟩ = A0⧸⟨A2
1⟩

a ∈ A genau dann invertierbar, wenn π(a) ∈ A⧸⟨A1⟩ invertierbar ist.

Proof. Ist A kommutativ und ist ξ ∈ A1, so ist ξ2 = 0 wegen ξξ = (−1)|ξ||ξ|ξξ
= −ξξ. Sei nun a ∈ ⟨A1⟩. Dann gibt es Elemente ξ1, . . . , ξk ∈ A1, sodass a
aus Summen von Produkten der ξi besteht, etwa

a =
∑

{i1,...,ij}⊂{1,...,k}

ξi1 · · · ξij
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Dann hat ak+1 in jedem Summanden mindestens k + 1 Faktoren und diese
sind dann alle Null. Somit ist a nilpotent, womit 1. gezeigt ist.

Zum Beweis von 2. sei a ∈ A invertierbar. So gibt es ein Element b ∈ A mit
ba = ab = 1. Dann ist π(a)π(b) = π(ab) = π(ba) = π(b)π(a) = π(1) = 1,
π(a) also invertierbar. Ist umgekehrt π(a) invertierbar, so gibt es wegen der
Surjektivität von π ein Element b ∈ A mit π(ab) = π(a)π(b) = π(b)π(a) =
π(ba) = 1. Es reicht nun zu zeigen, dass ab und ba invertierbar sind. Dann gibt
es nämlich Elemente c und c′ mit cba = abc′ = 1, was die Invertierbarkeit von
a bedeutet. Wegen π(ab) = 1 gibt es ein Element z ∈ ⟨A1⟩, sodass ab = 1− z
ist. Wegen zk+1 = 0 für ein k > 0, folgt (1− z)(1 + z + z2 + · · ·+ zk) = 1.
Damit ist ab invertierbar und analog zeigen wir das gleiche für ba.

1.2 Graduierte Liealgebren

Sei V = V0+V1 ein Z2-graduierter Vektorraum mit einem ε-antikommutativen,
bilinearen Produkt

[., .] : V × V → V, (2)

das V zu einer Z2-graduierten Algebra macht. Dann nennen wir V eine
ε-Z2-graduierte Liealgebra, wenn auf V die folgende ε-Jacobi-Identitaet, also
die Gleichung

0 =(−1)ε|X||Z| [[X,Y ] , Z] + (−1)ε|Y ||Z| [[Z,X] , Y ] + (−1)ε|X||Y | [[Y,Z] , X]
(3)

für alle X,Y, Z ∈ V erfüllt ist.

• Eine 0-Z2-graduierte Liealgebra ist eine - bis auf die Graduierung -
gewöhnliche Liealgebra.

• Im Fall ε = 1 sprechen wir von einer Superliealgebra

1.3 Beispiele

1. Jede Algebra B ist eine Superalgebra mit B0 = B und B1 = {0}.

2. Die äußere Algebra Λ∗V =
⊕n

k=0 Λ
kV eines Vektoraums V mit dimV =

n ist eine Superalgebra. Die Graduierung ergibt sich zu

(Λ∗V )0 =
⊕

k gerade

ΛkV, und (Λ∗V )1 =
⊕

k ungerade

ΛkV . (4)
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3. Die Cliffordalgebra Clcn mit der Graduierung

(Clcn)0 = Clc,evenn =
{
c ∈ Clcn; β(c) = c

}
(Clcn)1 = Clc,oddn =

{
c ∈ Clcn; β(c) = −c

}
ist eine Z2-graduierte Algebra.

4. Die Menge Mat(n+ r, n+ r) = R(n+r)×(n+r) wird mit der Matrizenmul-
tiplikation zu einer Z2-graduierten Algebra.

Mit dem Kommutator wird Mat(n+ r, n+ r) zu einer 0-Z2-graduierten
Liealgebra und wir bezeichnen diese mit gln+rR.
Die Graduierung ist durch

(gln+rR)0 =
{(

a 0
0 d

)∣∣∣∣a ∈ Mat(n, n), d ∈ Mat(r, r)

}
(gln+rR)1 =

{(
0 b
c 0

)∣∣∣∣b ∈ Mat(n, r), c ∈ Mat(r, n)

}
gegeben.

5. Die Teilmenge von g ⊂ gln+rR bestehend aus Matrizen der Form

(
a 0
c d

)
ist mit der Graduierung aus 4. wegen g1 · g1 = 0 trivialerweise eine
Superliealgebra mit dem gewöhnlichen Kommutator.

6. Wir betrachten die ε-kommutative Z2-graduierte Algebra A = A0 + A1

und weiter die Menge gln|r(A) = gln+rR⊗ A mit der Graduierung

gln|r(A)0 =(gln+rR)0 ⊗ A0 ⊕ (gln+rR)1 ⊗ A1

gln|r(A)1 =(gln+rR)0 ⊗ A1 ⊕ (gln+rR)1 ⊗ A0

und dem Produkt [A,B] = AB − (−1)|A||B|BA. Dann ist gln|r(A) eine
ε-Z2-graduierte Liealgebra, im Fall ε = 1 also eine Superliealgebra.
Speziell für A = R mit der trivalen Graduierung R0 = R und R1 = {0}
schreiben wir gln|rR.
Die Algebra gln|rR unterscheidet sich von der Algebra gln+rR aus Bei-
spiel 4. durch das das Klammerprodukt, das eingeschränkt auf ungerade
Elemente nicht dem Kommutator sondern dem Antikommutator für
gewöhnliche Matrizen entspricht.

Frank Klinker
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Die folgenden Beispiele sind sehr skizzenhaft und benötigen einiges mehr an
Handwerkzeug, das wir an dieser Stelle nicht bereitstellen möchten.

7. Es sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit asso-
ziertem Spinbündel S. Wir betrachten den Z2-graduierten Vektorraum
V = K0 +K1, bestehend aus einem Unterraum K0 ⊂ Γ(TM) der Vek-
torfelder auf M und einem Unterraum K1 ⊂ Γ(S) der Schnitte in S.
Dann ist V bei geeigneter Wahl von K0 und K1 eine antikommutative
Superalgebra mit dem Produkt [., .], das für homogene Elemente wie
folgt definiert ist:

• Für X,Y ∈ X(M) ist [X,Y ] = −[Y,X] der gewöhnliche Kommuta-
tor.

• Für X ∈ X(M), s ∈ ΓS ist [X, s] = −[s,X] = LXs die Lieableitung
des Spinors s in Richtung X, falls diese existiert.i

• Für s, t ∈ ΓS ist g([s, t], X) = Im⟨Xs, t⟩ das durch diese für alle X
gültige Gleichung definierte Vektorfeld. Dabei ist ⟨·, ·⟩ eine geeignet
zu wählende Spin-invariante Bilinearform auf S.

• Abhängig von der Wahl von ⟨·, ·⟩ ist [·, ·] symmetrisch oder schief-
symmetrisch.

8. Sei

K0 = C(M) =
{
X ∈ Γ(TM)

∣∣ ∃f ∈ C∞(M) : LXg = f · g
}

die Menge der konformen Vektorfelder und

K1 = T(M) =
{
φ ∈ Γ(S)

∣∣∇Xφ = − 1
nX�∂φ für alle X ∈ X(M)

}
die Menge der Twistor-Spinoren. Dabei ist ∇ der durch den Levi-Civita-
Zusammenhang induzierte Zusammenhang auf S und�∂ der Diracoperator.
Dann ist C(M) + T(M) mit dem Produkt aus 7. eine antikommutative
Superalgebra (aber in der Regel keine Superliealgebra)

9. Es sei
K0 = C0(M) = {X|LXg = 0} ⊂ C(M)

die Menge der Killingvektorfelder und

K1 = T0(M) = {s|∇s = 0} ⊂ T(M)

die Menge der parallelen Spinoren. Dann ist C0(M) +T0(M) eine Super-
liealgebra.

iDie Lieableitung existiert als Verallgemeinerung der gewöhnlichen Lieableitung, wenn
X ein konformes Vektorfeld ist.

Frank Klinker
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10. Ändern wir in Beispiel 7. das letzte Produkt zu [s, t] = 0, so ist C(M)+ΓS
eine Superliealgebra.

2 Freie Module über einer Superalgebra

In diesem Abschnitt wollen wir das Beispiel 6. ausführlicher behandeln, da
es im Zusammenhang mit der Beschreibung von Strukturen auf Superman-
nigfaltigkeiten eine wichtige Rolle spielen wird.

2.1 Vektoren und Matrizen

Eine (n,m|r, s)-Matrix über der Superalgebra A = A0 + A1 ist ein System
X = (XMN ) mit M = 1, . . . , n+ r; N = 1, . . . ,m+ s, bei dem die Einträge
XMN Elemente in A sind und den Zeilen und Spalten ein Grad zugeordnet
wird.

Die Menge der Matrizen bezeichnen wir mit Mat(n,m|r, s;A). Den Grad
definieren wir durch

deg(SpalteN) = |N | =

{
0 falls N = 1, . . . ,m

1 falls N = m+ 1, . . . ,m+ s

deg(ZeileM) = |M | =

{
0 falls M = 1, . . . , n

1 falls M = n+ 1, . . . , n+ r

(5)

und weiter

|X| =

{
0 falls |XMN |+ |M |+ |N | = 0

1 falls |XMN |+ |M |+ |N | = 1
. (6)

Wir benutzen kleine lateinische Indizes für den Grad-0-Fall und kleine grie-
chische Indizes für den Grad-1-Fall. Also gilt

X =

(
Aij Biβ

Cαj Dαβ

)
mit 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ α ≤ r, 1 ≤ β ≤ s (7)

und

|X| =

{
0 falls |Aij | = |Dαβ| = 0, |Biβ| = |Cαj | = 1

1 falls |Aij | = |Dαβ| = 1, |Biβ| = |Cαj | = 0
. (8)

Das Produkt zweier Matrizen X ∈ Mat(n, p|r, q;A), Y ∈ Mat(p,m|q, s;A)
ist durch XY ∈ Mat(n,m|r, s;A) mit

(XY )MN = XMLYLN

Frank Klinker
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definiert.

Bemerkung 2.1. Im Fall m = n, r = s schreiben wir Mat(n, n|r, r;A) =
gln|r (A), und das ist dann die in Beispiel 6. beschriebene Algebra. Der Fall
A = R entspricht gerade dem Beispiel 4.

Ein natürlicher Superalgebramorphismus von A nach gln|r (A) ist durch
folgende Daten gegeben:

A → gln|r (A)

a 7→ a mit aMN = (−1)|M ||a|aδMN .
(9)

Dann wird Mat(n,m|r, s;A) durch

a ·X := aX (10)

für a ∈ A und X ∈ Mat(n,m|r, s;A) ein A-Modul. Definiert man analog
X · a := Xa, dann gilt

a ·X = (−1)|a||X|X · a (11)

dennii

(a ·X)MN = (aX)MN

= aMLXLN

= (−1)MaaδMLXLN

= (−1)MaaXMN

= (−1)Ma(−1)aXMNXMNa

= (−1)Ma(−1)a(X+M+N)XMNa

= (−1)aX(−1)aNXMNa

= (−1)aXXML(−1)aNδLNa

= (−1)aXXMLaLN

= (−1)aX(Xa)MN

= (−1)aX(X · a)MN .

Mit dieser Definition der Modulstruktur haben wir für Matrizen X,Y und
a ∈ A

(a ·X)Y = a · (XY ), (X · a)Y = X(a · Y ),

iiIn dieser und den folgenden Rechnungen und Formeln sind die Exponenten von (−1)
immer als Grad des jeweiligen Objekts zu verstehen, z.B. (−1)Ma = (−1)|M||a| usw.

Frank Klinker
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X(Y · a) = (XY ) · a.

Sei X ∈ Mat(n,m|r, s;A), dann definieren wir das Supertransponierte
dieser Matrix durch Xst ∈ Mat(m,n|s, r;A) mit

Xst
MN = (−1)(M+N)(X+M)XNM = (−1)(M+N)(XMN+N)XMN (12)

Für X =

(
A B
C D

)
ist

Xst =

(
AT (−1)XCT

−(−1)XBT DT

)

=



(
AT CT

−BT DT

)
falls |X| = 0(

AT −CT

BT DT

)
falls |X| = 1

insbesondere (Xst)st =

(
AT −BT

−CT DT

)
und (st)4 = id und es gilt für Matri-

zen X,Y und a ∈ A

(XY )st = (−1)XY Y stXst (13)

(a ·X)st = a ·Xst. (14)

Zum Beweis der ersten Identität rechnen wir

(Y stXst)MN = Y st
MKX

st
KN

= (−1)(K+M)(Y+M)(−1)(N+K)(X+K)YKMXNK

= (−1)(K+M)(Y+M)+(N+K)(X+K)·
· (−1)(Y+K+M)(X+K+N)XNKYKM

= (−1)KY+KM+YM+M+NX+NK+KX+K+Y X+Y K+Y N ·
· (−1)KX+K+KN+MX+MK+MNXNKYKM

= (−1)XY (−1)YM+M+NX+Y N+MX+MNXNKYKM

= (−1)XY (−1)(Y+X+M)(M+N)XNKYKM

= (−1)XY (−1)(N+M)(X+Y+M)(XY )NM

= (−1)XY (XY )stMN

Frank Klinker
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Spezielle Matrizen sind die Zeilen- und Spaltenvektoren:(
fi
ξα

)
∈ An|r := Mat(n, 1|r, 0;A) (15)

und (
fi, ξα

)
∈ Ân|r := Mat(1, n|0, r;A) . (16)

Dabei schreiben wir XM = XM1 im ersten und YN = Y1N im zweiten Fall.

Es gilt für X ∈ An|r und Y ∈ Ân|r :

Ân|r ∋ Xst =

(
fi
ξα

)st

=
(
fi, (−1)Xξα

)
=
(
fi,−(−1)ξξα

)
und

An|r ∋ Y st =
(
fi, ξα

)st
=

(
fi

−(−1)Y ξα

)
=

(
fi

(−1)ξξα

)
,

das heißt Xst
M = (−1)MXXM und Y st

M = (−1)M(X+M)YM . Die Modulstruktur

der Matrizen liefert uns hier für X ∈ An|r, Y ∈ Ân|r und a ∈ A

(a ·X)M = (aX)M = (−1)MaaXM

(X · a)M = (Xa)M = XMa

(a · Y )N = (aY )N = aYN

(Y · a)N = (Y a)N = (−1)NaYNa.

Bemerkung 2.2. Die Graduierung der Menge An|r der Vektoren ist durch

(An|r)0 = An
0 + Ar

1 und (An|r)1 = An
1 + Ar

0

gegeben. Darüberhinaus schreiben wir für die beiden A0-Moduln der geraden
und ungeraden Vektoren

An,r := (An|r)0 und An̄,r̄ := (An|r)1

2.2 Freie A-Moduln

X sei ein Z2-graduierter R-Vektorraum. X ist ein Linksmodul über A =
A0 + A1, wenn es eine Abbildung

A× X → X, (a,X) 7→ aX (17)

gibt, mit

Frank Klinker
Lineare Algebra auf Räumen mit antikommutierenden Koeffizienten



2 Freie Module über einer Superalgebra 10

1. a(bX) = (ab)X

2. (a+ b)X = aX + bX, a(X + Y ) = aX + aY

3. 1X = X

4. |aX| = |a|+ |X|

Jedes Linksmodul ist ein Rechtsmodul, wenn wir die Rechtsoperation durch

Xa = (−1)aXaX (18)

definieren. Diese Multiplikation hat dann analoge Eigenschaften zu 1. bis 4.
Ein Modul X ist ein freier Modul vom Rang (n|r), wenn es eine Menge(

ei, θα
)
i=1,...,n,α=1,...,r

= (EN )N=1,...,n+r ⊂ X

gibt mit |ei| = |i| = 0 und |θα| = |α| = 1, d.h.

|EN | = |N | =

{
0 falls 1 ≤ N ≤ n

1 falls n+ 1 ≤ N ≤ r
(19)

und wenn jedes X ∈ X eine eindeutige Darstellung

X = X l
MEM = f liei + ξlαθα (20)

hat. Wir nennen die Elemente X l
M die Linkskoordinaten von X. Analog gibt

es auch die eindeutige Zerlegung

X = EMX
r
M = eif

r
i + θαξ

r
α (21)

mit den Rechtskoordinaten Xr
M von X.

Die Koordinaten stehen über folgende Gleichungen zueinander in Beziehung:

X l
M = (−1)MXMXr

M = (−1)M(X+M)Xr
M (22)

bzw.
f li = f ri und ξlα = −(−1)Xξrα. (23)

Satz 2.3. Es gibt mit den Modulstrukturen und Graduierungen verträgliche

Isomorphismen ϕr : X → An|r und ϕl : X → Ân|r derart, dass das folgende
Diagramm kommutiert:

Ân|r st //

X

ϕr

??

ϕl

__ An|r

Frank Klinker
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Proof. Wir definieren für X = X l
MEM = ENX

r
M

ϕr(X) = Xr =

 Xr
1
...

Xr
n+r

 ∈ An|r (24)

und
ϕl(X) =

(
X l

1, . . . , X
l
n+r

)
∈ Ân|r (25)

Dann gilt
Xr = (X l)st und (X l)M = (−1)M (Xr)stM (26)

denn

(Xr)M = Xr
M

= (−1)M(X+M)X l
M

= (−1)M(X+M)(X l)M

= (X l)stM ,

(X l)M = X l
M

= (−1)M(X+M)Xr
M

= (−1)M (−1)MX(Xr)M

= (−1)M (Xr)stM ,

also insbesondere die Kommutativität des obigen Diagramms. Die Verträg-
lichkeit mit der Modulstruktur rechnen wir exemplarisch für ϕr aus. Für
X ∋ X = EMX

r
M ist

aX = aEMX
r
M = EM

(
(−1)MaaXr

M

)
Xa =

(
EMX

r
M

)
a = EM

(
Xr

Ma
)
,

und damit haben wir(
aϕr(X)

)
M

=
(
a ·Xr

)
M

= (−1)aMaXr
M =

(
ϕr(aX)

)
M
,(

ϕr(X)a
)
M

=
(
Xr · a

)
M

= Xr
Ma =

(
ϕr(Xa)

)
M
.

Frank Klinker
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2.3 Endomorphismen von A-Moduln

Sei X wie im vorangegangenen Abschnitt ein freier A-Modul mit Basis
(EN ) = (ei, θα). Dann ist ein Endomorphismus F : X → X für X,Y ∈ X und
a ∈ A definiert durch

1. F (Xa) = F (X)a

2. F (X + Y ) = F (X) + F (Y )

Wir nennen F gerade bzw. ungerade und schreiben |F | = 0 (bzw. |F | = 1),
wenn für alle X ∈ X und a ∈ A

F (aX) = aF (X) bzw. F (aX) = (−1)aaF (X)

gilt. Das liefert auf der Menge der Endomorphismen eine Graduierung, und
es gilt

3. F (aX) = (−1)aFaF (X)

4. |F (X)| = |F |+ |X|

Die Menge EndX wird durch die Definitionen

(aF )(X) = aF (X) und (Fa)(X) = F (aX) (27)

zu einem A-Modul und es gilt wegen 3. die Vertauschungsregel

aF = (−1)aFFa. (28)

(genauer sprechen wir wegen der Eigenschaft 1. von einem Rechts-Endomor-
phismus und schreiben ggf. EndrX). Sei nun F ∈ EndX ein Endomorphismus.
Dieser sei auf der Basis (EN ) durch

F (EM ) = ENaNM (29)

gegeben. Dann gilt für X = EMXM ∈ X

F (X) = F (EMXM ) = F (EM )XM = ENaNMXM . (30)

Satz 2.4. Seien X, (EN ) wie oben und ψr : EndX → gln|rA gegeben durch

ψr(F ) = a = (aMN ) (31)

gemäß der obigen Konstruktion. Dann ist ψr ein mit den Modulstrukturen und
der Graduierung verträglicher Isomorphismus und es gilt mit der Abbildung
ϕr : X → A n|r

ϕr(F (X)) = ψr(F )ϕr(X) (32)

Frank Klinker
Lineare Algebra auf Räumen mit antikommutierenden Koeffizienten
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Bemerkung 2.5. Sprechen wir statt von Rechts- von Links-Endomorphimen,
d.h. vertauschen wir die Rollen der Rechtsmultiplikatipn und Linksmultiplika-
tion in 1. und 3., so ordnen wir über eine Abbildung ψl dem Endomorphismus
F̃ eine Matrix ã = (ãMN ) zu mit der Eigenschaft

F̃ (EM ) = ãMNEN . (33)

Eine natürliche Identifikation zwischen den Links- und Rechts-Endomor-
phismen ergibt sich durch

F r(X) = (−1)XFF l(X) (34)

und damit Gr(F r(X)) = (−1)GF (−1)(G+F )XGl(F l(X)). Setzen wir

F r(X) = ENaNMX
r
M (35)

und

F l(X) = X l
M ãMNEN , (36)

so haben wir bei dieser Identifikation für F l(X) die Darstellung

F l(X) = X l
M ãMNEN

= (−1)(X+M)(F+N+M)ãMNX
l
MEN

= (−1)(X+M)(F+N+M)+(F+N+M+X+M)NEN ãMNX
l
M

= (−1)XF (−1)XN+XM+MF+MN+M+FN+N+XNEN ãMNX
l
M

= (−1)XFEN

(
(−1)(F+N)(M+N)ãMN

)(
(−1)MX+MX l

M

)
= (−1)XFEN

(
(−1)(F+N)(M+N)ãMN

)
Xr

M

und die Bedingung F r(X) = (−1)XFF l(X) überträgt sich damit wie folgt
auf die beteiligten Matrizen:

ãMN = (−1)(F+N)(M+N)aNM = astMN . (37)

Das bedeutet, das die Supertransposition die Links- und die Rechts-Isomor-
phismen ineinander überführt.

Wir werden uns hier allerdings, wenn es nicht ausdrücklich anders erwähnt
wird, auf ”Rechts-Objekte” beschränken. Insbesondere, wenn die Koordinaten
keinen oberen Index besitzen, handelt es sich um Rechtskoordinaten.

Frank Klinker
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2.4 Der Dualraum zu X

Als Dualraum X∗ zu dem A-Modul X, bzw. als Menge der 1-Formen, bezeich-
nen wir die Menge der Homomorphismen von X nach A, also

X∗ = Hom(X,A). (38)

Für die Paarung X∗ ×X → A schreiben wir (ω,X) 7→ ⟨ω,X⟩. Wie im letzten
Abschnitt legen wir ω ∈ X∗ auf der Basis {EN} von X bezüglich einer Basis
des Bildraums, hier zwechmäßigerweise der kanonischen geraden Basis {1}
von A, durch

⟨ω,EN ⟩ = ωN

fest, und erhalten für X = ENXN ∈ X

⟨ω,X⟩ = ωNXN .

Betrachten wir die Elemente E∗
M ∈ X∗ mit

⟨E∗
M , EN ⟩ = δMN

so haben für das obige ω wegen

⟨ωME
∗
M , ENXN ⟩ = ωM ⟨E∗

M , EN ⟩XN = ωMδMNXN = ωNXN (39)

die Darstellung ω = ωME
∗
M und somit die

Satz 2.6. Die obige Konstruktion liefert einen kanonischen Isomorphismus

X∗ ∼= Ân|r (40)

zwischen dem Dualraum X∗ von X und der Menge der Zeilenvektoren mit
Einträgen aus A, der mit den Modulstrukturen verträglich ist. Insbesondere
geht die Paarung ⟨., .⟩ in die Matrixmultiplikation über.

Der Endomorphismus F ∈ EndX induziert einen Endomorphismus F ∗ auf
X∗, der durch

⟨F ∗(ω), X⟩ = ⟨ω, F (X)⟩ (41)

gegeben ist. Da es sich bei X∗ wegen des vorigen Satzes kanonisch um einen
Linksmodul handelt, ist F ∗ ein Links-Endomorphismus, der in den oben
betrachteten Basen wie folgt gegeben ist. Haben wir für F die Matrixdarstel-
lung (aMN ), also F (ENXN ) = EKaKNXN , so gilt für die Matrixdarstellung
(a∗MN ) von F ∗ einerseits

F ∗(ω) = F ∗(ωME
∗
M ) = ωMa

∗
MKE

∗
K

Frank Klinker
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und damit

⟨F ∗(ω), X⟩ = ωMa
∗
MK⟨E∗

K , ENXN ⟩ = ωMa
∗
MNXN .

Andererseits ist

⟨F ∗(ω), X⟩ = ⟨ω, F (X)⟩
= ⟨ωME

∗
M , EKaKNXN ⟩

= ωM ⟨E∗
M , EK⟩aKNXN

= ωMaMNXN ,

insgesamt also
a∗MN = aMN . (42)

Bevorzugt man die Rechnung mit Rechtskoordinaten auch im Raum X∗,
und möchte einen zu F ∈ EndX assozierten Rechts-Endomorphismus F̃ ∗

betrachten, so müssen wir zum einen den Wechsel der Koordinaten in
ω = ωNE

∗
N = E∗

N ω̃N beachten. Außerdem ändern wir (wegen der letzten
Bemerkung in Abschnitt 2.3) die Definition dieses neuen Endomorphismus
ab zu

⟨F̃ ∗(ω), X⟩ = (−1)ωF ⟨ω, F (X)⟩ (43)

Schreibt man dann F̃ ∗(ω) = E∗
K ã

∗
KN ω̃N , so liefern die Rechnungen aus der

gleichen Bemerkung ã∗MN = (a∗)stMN , hier also

ã∗MN = astMN . (44)

2.5 Die Menge GLn|r(A)

Wir betrachten die Menge der geraden, invertierbaren Elemente in gln|r (A)
und definieren die lineare Supergruppe als

GLn|r(A) =
{
a ∈ gln|r (A)0

∣∣∣∃a−1 : aa−1 = 1
}
. (45)

Als Verallgemeinerung von Bemerkung 1 hat man sofort die

Bemerkung 2.7. a = (aMN ) ∈ gln|r (A)0 ist geanau dann invertierbar,
wenn die Matrix π(a) ∈ gln+rR invertierbar ist. Dabei sind die Einträge von
π(a) durch

π(a)MN = π(aMN )

mit der kanonischen Projektion

π : A → A⧸⟨A1⟩ = A0⧸⟨A2
1⟩

Frank Klinker
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gegeben.

Schreibt man a =

(
A B
C D

)
so bedeutet das

a invertierbar ⇔ π(a) invertierbar

⇔
(
π(A) 0
0 π(D)

)
invertierbar

⇔ π(A), π(D) invertierbar

⇔ A,D invertierbar.

Auf der Menge der Matrizen gibt es noch zwei interessante Morphismen:

Die Spur.

Die Spur ist durch

str : gln|r(A) → A mit strX =
∑
M

(−1)(X+M)MXMM (46)

definiert und hat die folgenden Eigenschaften.

1. str(XY ) = (−1)XY str(Y X)

2. str(Xst) = str(X)

3. str[X,Y ] = 0

4. X =

(
A B
C D

)
⇒ strX = trA− trD

Die Determinante.

Die Determinante ist für invertierbare, gerade Elemente durch

sdet : GLn|r(A) → A0 , sdet

(
A B
C D

)
= det(A−BD−1C)det(D−1) (47)

definiert und es gilt:

1. sdetX ̸= 0

2. sdetXst = sdetX

3. sdet(XY ) = sdetXsdetY

Frank Klinker
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Bemerkung 2.8. Zum Beweis der letzten Eigenschaft der Determinante
nutzt man die folgende Zerlegung eines Elementes aus GLn|r(A) :

X =

(
A B
C D

)
=

(
1 BD−1

0 1

)(
A−BD−1C 0

0 D

)(
1 0

D−1C 1

)
(48)

und verifiziert die Identität für Matrizen des beteiligten speziellen Typs.

2.6 Bilinearformen

Wir charakterisieren Bilinearformen B ∈ BilX auf dem freien Bimodul X
durch die folgenden Eigenschaften. Für alle X,Y ∈ X und a ∈ A gilt

1. B(X,Y a) = B(X,Y )a

2. B(aX, Y ) = aB(X,Y )

3. B(Xa, Y ) = (−1)aBB(X, aY )

4. |B(X,Y )| = |B|+ |X|+ |Y |

Die Modulstruktur auf BilX erhalten wir durch

(aB)(X,Y ) = B(Xa, Y ) und (Ba)(X,Y ) = B(X, aY ). (49)

3. liefert uns wie im vorigen Abschnitt die Graduierung, und wir nennen B
im Fall |B| = 0, d.h. B(Xa, Y ) = B(X, aY ) für alle a, gerade und im Fall
|B| = 1, d.h. B(Xa, Y ) = (−1)aB(X, aY ) für alle a, ungerade.

Der Bilinearform B ordnen wir eine Matrix b = (bMN ) zu durch

bMN = (−1)MB(EM , EN ) (50)

damit gilt dann:
B(X,Y ) = B(X l

MEM , ENY
r
N )

= X l
MB(EM , EN )Y r

N

= (−1)MX l
MbMNY

r
N

= (−1)MXXr
MbMNY

r
N

= (Xr)stMbMNY
r
N

= (Xr)stbY r.

(51)

Frank Klinker
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Satz 2.9. Ein Endomorphismus F ∈ EndX läßt genau dann die Bilinearform
B invariant, d.h.

B(F (X), Y ) = −(−1)FXB(X,F (Y )), (52)

wenn für die zugeordneten Matrizen die Beziehung

astb = −ba (53)

erfüllt ist.

Proof. Ist a = (aMN ) die F beschreibende Matrix und b = (bMN ) diejenige
zu B, so gilt

B(F (X), Y ) = (aX)stbY = (−1)FXXstastbY

B(X,F (Y )) = XstbaY.

Damit folgt die Behauptung sofort.

• B heißt supersymmetrisch bzw. schief-supersymmetrisch , wenn

B(X,Y ) = (−1)XY+B(X+Y )B(Y,X) (54)

bzw.
B(X,Y ) = −(−1)XY+B(X+Y )B(Y,X) ) (55)

für alle X,Y ∈ X erfüllt ist.

Es gilt:

B(Y,X) = (−1)NY YNbNMXM

= (−1)NY+(Y+N)(B+N+M)bNMYNXM

= (−1)Y B+YM+NB+N+NM (−1)(X+M)(Y+N+B+N+M)·
·XMbNMYN

= (−1)Y B+YM+NB+N+NM+XY+XB+XM+MY+MB+M ·
·XMbNMYN

= (−1)XY+B(X+Y )(−1)B(N+M)+NM+N+M (−1)XMXMbNMYN

und

(−1)XY+B(X+Y )B(X,Y ) = (−1)XY+B(X+Y )(−1)XMXMbMNYN .

Frank Klinker
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Das bedeutet, dass sich die Supersymmetrie als spezielle Symmetrie in den
Matrizen widerspiegelt:

bMN = (−1)(B+M)(M+N)+NbNM = (−1)N (bst)MN . (56)

Für b =

(
E F
G H

)
in Blockform ist dann also

(
E F
G H

)
=



(
ET −GT

−F T −HT

)
falls |B| = 0(

ET GT

F T −HT

)
falls |B| = 1

. (57)

Beispiel 2.10. Wir betrachten die gerade, supersymmetrische Bilinearform
auf Rn|2r die durch die Matrix

b0 =

(
1 0
0 J

)
mit J =

(
0 1
−1 0

)
repräsentiert wird. Die Menge der Endomorphismen die b0 invariant lässt,
nennt man die orthosymplektische Algebra ospn|2rR und sie besteht aus den

Matrizen a ∈ gln,rR mit astb0 = −b0a. Schreibt man wie üblich a =

(
A B
C D

)
und beachtet(

A 0
0 D

)st

=

(
AT 0
0 DT

)
und

(
0 B
C 0

)st

=

(
0 −CT

BT 0

)
,

so ist

(ospn|2rR)0 =
{(

A 0
0 D

)∣∣∣∣AT = −A,DTJ = −JD
}

∼= so(n)⊕ sp(r)

und

(ospn|2rR)1 =
{(

0 B
C 0

)∣∣∣∣B = CTJ

}
.

3 Alternierende Multilinearformen auf X

3.1 k-Formen und das Dachprodukt

Die Menge der 1-Formen auf X ist schon in Abschnitt 2.4 als Dualraum
zu X eingeführt worden. Analog zum klassischen Fall werden wir die k-
Formen als alternierende multilineare Abbildungen von X nach A definieren.

Frank Klinker
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Dabei werden bei der Linearität und beim Vertauschen der Argumente
in natürlicher Weise Vorzeichen erscheinen. Des Weiteren werden wir eine
Komponentendarstellung der Elemente angeben.

Eine k-Form ω auf X ist eine Abbildung

ω : X× . . .× X︸ ︷︷ ︸
k mal

→ A (58)

mit den Eigenschaften

1. |ω| = |ω(X1, . . . , Xk)|+ |X1|+ . . .+ |Xk|

2. ω(. . . , Xja+ X̃j , . . .)
= (−1)a(Xj+1+···Xk)ω(. . . , Xj , . . .)a+ ω(. . . , X̃j , . . .)

3. ω(. . . , Xi, . . . , Xj , . . .)
= −(−1)Xj(Xi+···+Xj−1)+Xi(Xi+1+···+Xj−1)ω(. . . , Xj , . . . , Xi, . . .)

4. (aω)(X1, . . .) = aω(X1, . . .)

5. (ωa)(X1, . . .) = ω(aX1, . . .)

4. und 5. liefern zusammen mit 1. und 2.

6. aω = (−1)ωaωa

für Xj ∈ X und a ∈ A. Die Menge der k-Formen bezeichnen wir mit Λk
r (X

∗).
Dabei verdeutlicht der untere Index r die Rechtslinearität, also die Eigenschaft
2.

Sei nun {EN} eine Basis von X und die Koordinaten der Vektoren bezeichnen
wir mit Xi = ENX

N
i . Dann gilt

ω(X1, . . . , Xk)

= ω(X1, . . . , Xk−1, ENk
)XNk

k

= (−1)(Xk−1+Nk−1)Nkω(X1, . . . , Xk−2, ENk−1
, ENk

)X
Nk−1

k−1 XNk
k

...

= (−1)

k−1∑
j=1

k∑
i=j+1

(Xj+Nj)Ni

ω(EN1 , . . . , ENk
)XN1

1 · · ·XNk
k

= (−1)

∑
j<i

(Xj+Nj)Ni

ω(EN1 , . . . , ENk
)XN1

1 · · ·XNk
k
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Wir definieren als Koordinaten der k-Form ω die Elemente

ωN1···Nk
= (−1)

∑
j<i

NjNi

ω(EN1 , . . . , ENk
), (59)

und haben damit

ω(X1, . . . , Xk) = (−1)

∑
j<i

XjNi

ωN1···Nk
XN1

1 · · ·XNk
k . (60)

Bemerkung 3.1. Die Koordinaten haben wegen 3. die folgende Symmetrie-
eigenschaft

ωσ(N1)···σ(Nk) = (−1)σϵ(σ(N1) . . . σ(Nk);N1 . . . Nk)ωN1···Nk
(61)

wobei (−1)σ das Vorzeichen der Permutation σ, und

ϵ(σ(N1) . . . σ(Nk);N1 . . . Nk)

das durch die Umsortierung der Einträge in ω notwendige Vorzeichen ist.

Insbesondere ist ω durch die
(
dimX
k

)
Elemente ωN1,...,Nk

mit 1 ≤ N1 < . . . <
Nk ≤ dimX festgelegt.

Die Wahl der Form der Koeffizienten wird im nächsten Abschnitt klar.

Definition 3.2. Für ω ∈ Λk(X∗) und φ ∈ Λl(X∗) ist das Dachprodukt
ω ∧ φ ∈ Λk+l(X∗) für X1, . . . , Xk+l ∈ X durch

ω ∧ φ(X1, . . . , Xk+l)

=
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(−1)σ(−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·

· ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l)) (62)

erklärt. Dabei ist ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l) das Vorzeichen, das ent-
steht, wenn wir die Elemente X1, . . . , Xk+l in die neue Reihenfolge
Xσ(1), . . . , Xσ(k+l) bringen.

Bemerkung 3.3. Das Dachprodukt erfüllt insbesondere die definierenden
Eigenschaften 2. und 3. für Formen. Außerdem gilt

7. ω ∧ φ = (−1)kl(−1)ωφφ ∧ ω.

8. (ω ∧ φ) ∧ ψ = ω ∧ (φ ∧ ψ)

9. a(ω∧φ) = (aω)∧φ = (−)aωω∧(aφ), (ω∧φ)a = ω∧(φa) = (−)aφ(ωa)∧φ,
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Proof. Zum Beweis von 7. rechnen wir o.B.d.A. mit k < l.

k!l!ω ∧ φ(X1, . . . , Xk+l)

=
∑

σ∈Sk+l

(−1)σ(−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·

· ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))

=
∑

σ∈Sk+l

(−1)σ(−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·

· (−1)(ω+Xσ(1)+···+Xσ(k))(φ+Xσ(k+1)+···+Xσ(k+l))·
· φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))

=
∑

σ∈Sk+l

(−1)σ(−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·

· (−1)(ω+Xσ(1)+···+Xσ(k))(φ+Xσ(k+1)+···+Xσ(k+l))·
· (−1)(ω+Xσ(k+1)+···+Xσ(k+l))(Xσ(1)+···+Xσ(k))·
· (−1)kl(−1)ω(Xσ(k+1)+···+Xσ(k+l))·
· φ(Xσ(1), . . . , Xσ(k), Xσ(k+1), . . . , Xσ(l))ω(Xσ(l+1), . . . , Xσ(l+k))

= (−1)kl(−1)ωφ
∑

σ∈Sk+l

(−1)σϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·

· (−1)ω(Xσ(1)+···+Xσ(k))φ(Xσ(1), . . . , Xσ(l))ω(Xσ(l+1), . . . , Xσ(l+k))

= (−1)kl(−1)ωϕk!ℓ!φ ∧ ω(X1, . . . , Xk+l).

Um die Linearität, also 2., nachzuweisen, machen wir einige Überlegungen
zu den vorkommenden Vorzeichen. Zu zeigen ist

ω ∧ φ(. . . , Xja, . . .) = (−1)a(Xj+1+···Xk+l)ω ∧ φ(. . . , Xj , . . .)a.

Mit Yi =

{
Xi , falls i ̸= j

Xja , falls i = j
gilt

k!l!ω ∧ φ(. . . , Xja, . . .)

=
∑

σ∈Sk+l

(−1)σ (−1)φ(Yσ(1)+···+Yσ(k))︸ ︷︷ ︸
(A)

ϵ(Yσ(1) . . . Yσ(k+l);Y1 . . . Yk+l)︸ ︷︷ ︸
(B)

·

· ω(Yσ(1), . . . , Yσ(k))φ(Yσ(k+1), . . . , Yσ(k+l))︸ ︷︷ ︸
(C)
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Wir untersuchen nun die drei Terme (A), (B) und (C) in Abhängigkeit von
a. Dazu sei i so, dass σ(i) = j.

i ≤ k

(A) (−1)φ(Yσ(1)+···+Yσ(k)) = (−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))(−1)aφ

(B) ϵ(Yσ(1) . . . Yσ(k+l);Y1 . . . Yk+l)

= ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)(−1)a(Xj+1+···+Xk+l)·

· (−1)a(Xσ(i+1)+···+Xσ(k+l))

(C) ω(Yσ(1), . . . , Yσ(k))φ(Yσ(k+1), . . . , Yσ(k+l))

= (−1)a(φ+Xσ(i+1)+···+Xσ(k+l))ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))·
· φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))a

i > k

(A) (−1)φ(Yσ(1)+···+Yσ(k)) = (−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))

(B) wie oben

(C) ω(Yσ(1), . . . , Yσ(k))φ(Yσ(k+1), . . . , Yσ(k+l))

= (−1)a(Xσ(i+1)+···+Xσ(k+l))ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))·
· φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))a

Das Produkt aus diesen drei Termen ist in beiden Fällen gleich, nämlich

(−1)a(Xj+1+···+Xk+l)+φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·
· ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))

Das liefert nun die Behauptung, denn

k!l!ω ∧ φ(. . . , Xja, . . .)

=
∑

σ∈Sk+l

(−1)σ(−1)φ(Yσ(1)+···+Yσ(k))ϵ(Yσ(1) . . . Yσ(k+l);Y1 . . . Yk+l)·

· ω(Yσ(1), . . . , Yσ(k))φ(Yσ(k+1), . . . , Yσ(k+l))

= (−1)a(Xj+1+···+Xk+l)
∑

σ∈Sk+l

(−1)σ(−1)φ(Xσ(1)+···+Xσ(k))·

· ϵ(Xσ(1) . . . Xσ(k+l);X1 . . . Xk+l)·
· ω(Xσ(1), . . . , Xσ(k))φ(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+l))a

= (−1)a(Xj+1+···+Xk+l)k!l!ω ∧ φ(. . . , Xj , . . .)a

Teil 3., 8. und 9. zeigt man durch ähnliche direkte Rechnungen.
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Beispiel 3.4. Für zwei 1-Formen gilt

ω ∧ φ(X,Y )

= (−1)φXω(X)φ(Y )− (−1)φY (−1)XY ω(Y )φ(X)

= (−1)φXω(X)φ(Y )− (−1)φY (−1)XY (−1)(ω+Y )(φ+X)φ(X)ω(Y )

= (−1)φXω(X)φ(Y )− (−1)ωφ(−1)ωXφ(X)ω(Y )

= (ω ⊗ φ− (−1)ωφφ⊗ ω)(X,Y ).

Die letzte Zeile benutzt das Tensorprodukt zwischen X∗ und sich selbst. Das
liefert eine bi(-rechts)lineare Abbildung X × X → A mit entsprechenden
Vorzeichen, analog denen aus Eigenschaft 2. der k-Formen (vgl. im Gegensatz
dazu die Definition der Bilinearformen in Abschnitt 2.6).

3.2 Eine Basis von Λk(X∗)

Die Menge Λk(X∗) ist ein freies A-Modul mit Basis

B :=
{
EN1 ∧ · · · ∧ ENk

∣∣1 ≤ N1 < . . . < Nk ≤ dimX
}
, (63)

mit EM := (EM )∗ als duale Basis zur Basis {EM} von X. Zum Beweis der
Aussage schreiben wir ein Element ω ∈ spanAB als

ω =
∑

1≤N1<...<Nk≤dimX

ωN1...Nk
EN1 ∧ · · · ∧ ENk . (64)

Die “fehlenden” Koeffizienten definieren wir mit Hilfe der Symmetriebe-
ziehung aus Bemerkung 8, und erhalten so

ω = 1
k! ωN1...Nk

EN1 ∧ · · · ∧ ENk . (65)

Lemma 3.5. Für die Basiselemente gilt

EN1 ∧ · · · ∧ ENk(EM1 , . . . , EMk
)

=
∑
σ∈Sk

(−1)σ(−1)

∑
1≤j<i≤k

σ(Mj)Ni

ϵ(σ(M1) . . . σ(Mk);M1 . . .Mk)·

· δN1

σ(M1)
· · · δNk

σ(Mk)
(66)

Proof. Der Beweis läuft per Induktion.

k = 1:
EN1(EM1) = δN1

M1
.
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k → k + 1:

EN1 ∧ · · · ∧ ENk ∧ ENk+1(EM1 , . . . , EMk+1
)

=
1

k!1!

∑
τ∈Sk+1

(−1)τ (−1)Nk+1(τ(M1)+···+τ(Mk))·

· ϵ(τ(M1) . . . τ(Mk+1);M1 . . .Mk+1)·
· EN1 ∧ · · · ∧ ENk(Eτ(M1), . . . , Eτ(Mk))E

Nk+1(Eτ(Mk+1))

=
1

k!

∑
τ∈Sk+1

(−1)τ (−1)Nk+1(τ(M1)+···+τ(Mk))·

· ϵ(τ(M1) . . . τ(Mk+1);M1 . . .Mk+1)·

·
∑
σ∈Sk

(−1)σ(−1)

∑
1≤j<i≤k

σ◦τ(Mj)Ni

·

· ϵ(σ ◦ τ(M1) . . . σ ◦ τ(Mk); τ(M1) . . . τ(Mk))·

· δN1

σ◦τ(M1)
· · · δNk

σ◦τ(Mk)
δ
Nk+1

τ(Mk+1)

=
1

k!

∑
σ̃∈S̃k⊂Sk+1

∑
τ∈Sk+1

(−1)σ̃(−1)τ (−1)Nk+1(τ(M1)+···+τ(Mk))·

· (−1)

∑
1≤j<i≤k

σ̃◦τ(Mj)Ni

·
· ϵ(σ̃ ◦ τ(M1) . . . σ̃ ◦ τ(Mk); τ(M1) . . . τ(Mk))·
· ϵ(τ(M1) . . . τ(Mk+1);M1 . . .Mk+1)·

· δN1

σ̃◦τ(M1)
· · · δNk

σ̃◦τ(Mk)
δ
Nk+1

σ̃◦τ(Mk+1)

In der letzten Gleichung haben wir σ ∈ Sk durch σ̃ = σ × id ∈ Sk+1

ersetzt. Das ändert das Vorzeichen der Permutation nicht, und wir haben
insbesondere σ̃ ◦ τ(Mk+1) = τ(Mk+1). Das liefert uns dann

ϵ(σ̃ ◦ τ(M1) . . . σ̃ ◦ τ(Mk); τ(M1) . . . τ(Mk))

= ϵ(σ̃ ◦ τ(M1) . . . σ̃ ◦ τ(Mk)σ̃ ◦ τ(Mk+1); τ(M1) . . . τ(Mk)τ(Mk+1)).

Die letzte Gleichung lässt dann mit der folgenden Identität eine Vereinfachung
des obigen Ausdrucks zu.

ϵ(N1 . . . Nk;M1 . . .Mk)ϵ(M1 . . .Mk;L1 . . . Lk) = ϵ(N1 . . . Nk;L1 . . . Lk).

Wir erhalten nämlich

EN1∧ · · · ∧ ENk+1(EM1 , . . . , EMk+1
)
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=
1

k!

∑
σ̃∈S̃k⊂Sk+1

∑
τ∈Sk+1

(−1)σ̃(−1)τ (−1)Nk+1(τ(M1)+···+τ(Mk))·

· (−1)
∑

1≤j<i≤k σ̃◦τ(Mj)Ni ·
· ϵ(σ̃ ◦ τ(M1) . . . σ̃ ◦ τ(Mk+1);M1 . . .Mk+1)·

· δN1

σ̃◦τ(M1)
· · · δNk+1

σ̃◦τ(Mk+1)
.

Nun gilt noch für beliebige Permutationen τ

|M1|+ · · ·+ |Mk+1| = |τ(M1)|+ · · ·+ |τ(Mk+1)|

was dann mit σ̃ ◦ τ(Mk+1) = τ(Mk+1)

|τ(M1)|+ · · ·+ |τ(Mk)| = |σ̃ ◦ τ(M1)|+ · · ·+ |σ̃ ◦ τ(Mk)|. (67)

liefert und damit

(−1)Nk+1(τ(M1)+···+τ(Mk))(−1)

∑
1≤j<i≤k

σ̃◦τ(Mj)Ni

= (−1)

∑
1≤j<i≤k+1

σ̃◦τ(Mj)Ni

.
(68)

Wir ändern nun die zweite Summation zu τ̃ = σ̃ ◦ τ und mit (−1)σ̃(−1)τ =
(−1)σ̃◦τ = (−1)τ̃ erhalten wir

EN1 ∧ · · · ∧ ENk+1(EM1 , . . . , EMk+1
)

=
1

k!

∑
σ̃∈S̃k⊂Sk+1

∑
τ̃∈Sk+1

(−1)τ̃ (−1)

∑
1≤j<i≤k+1

τ̃(Mj)Ni

·

· ϵ(τ̃(M1) . . . τ̃(Mk+1);M1 . . .Mk+1)δ
N1

τ̃(M1)
· · · δNk+1

τ̃(Mk+1)

=
∑

τ̃∈Sk+1

(−1)
τ̃+

∑
j<i

τ̃(Mj)Ni

ϵ(τ̃(M1) . . . τ̃(Mk+1);M1 . . .Mk+1)·

· δN1

τ̃(M1)
· · · δNk+1

τ̃(Mk+1)
,

womit wir die Induktion beenden.

Mit diesem Lemma haben wir dann

EN1 ∧ · · · ∧ ENk(X1, . . . , Xk)

= EN1 ∧ · · · ∧ ENk(EM1X
M1
1 , . . . , EMk

XMk
k )

= (−1)

∑
j<i

(Xj+Mj)Mi

EN1 ∧ · · · ∧ ENk(EM1 , . . . , EMk
)XM1

1 · · ·XMk
k
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= (−1)

∑
j<i

(Xj+Mj)Mi ∑
σ∈Sk

(−1)σ(−1)

k−1∑
j=1

k∑
i=j+1

σ(Mj)Ni

·

· ϵ(σ(M1) . . . σ(Mk);M1 . . .Mk)δ
N1

σ(M1)
· · · δNk

σ(Mk)
XM1

1 · · ·XMk
k

= (−1)

∑
j<i

XjMi ∑
σ∈Sk

(−1)σ(−1)

k−1∑
j=1

k∑
i=j+1

(σ(Mj)Ni+MjMi)

·

· ϵ(σ(M1) . . . σ(Mk);M1 . . .Mk)δ
N1

σ(M1)
· · · δNk

σ(Mk)
XM1

1 · · ·XMk
k .

Für die Auswertung von ω ergibt sich

ω(X1, . . . , Xk)

=
1

k!
ωN1...Nk

EN1 ∧ · · · ∧ ENk(X1, . . . , Xk)

= (−1)

∑
j<i

XjMi 1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)

∑
j<i

(σ(Mj)Ni+MjMi)

·

· (−1)σϵ(σ(M1) . . . σ(Mk);M1 . . .Mk)δ
N1

σ(M1)
· · · δNk

σ(Mk)
·

· ωN1...Nk
XM1

1 · · ·XMk
k

= (−1)

∑
j<i

XjMi 1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)

∑
j<i

(σ(Mj)σ(Mi)+MjMi)

·

· (−1)σϵ(σ(M1) . . . σ(Mk);M1 . . .Mk)ωσ(M1)...σ(Mk)︸ ︷︷ ︸
= ωM1...Mk

·

·XM1
1 · · ·XMk

k

=
1

k!

∑
σ∈Sk

(−1)

∑
j<i

(σ(Mj)σ(Mi)+MjMi)

(−1)

∑
j<i

XjMi

ωM1...Mk
XM1

1 · · ·XMk
k

Jetzt gilt für eine beliebige Permutation σ der Elemente {M1, . . . ,Mk}
weiterhin ∑

j<i

|σ(Mj)||σ(Mi)| =
∑
j<i

|Mj ||Mi|,

denn wir sehen, dass in diesen Summen alle Paarungen von Produkten unter-
schiedlicher Elemente aus {M1, . . . ,Mk}, bzw. {σ(M1), . . . , σ(Mk)} genau
einmal vorkommen. Das liefert die obige Identität zwischen den Graden und
damit den folgenden Ausdruck

ω(X1, . . . , Xk) = (−1)

∑
j<i

XjMi

ωM1...Mk
XM1

1 · · ·XMk
k , (69)
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Was auch genau der Ausdruck ist, den wir im vorigen Abschnitt erhalten
haben. Damit ist auch der Vorfaktor bei der Wahl der Koeffizienten der
k-Formen begründet.

Beispiel 3.6. Das Produkt zweier 1–Formen ω = ωNE
N , φ = φME

M liefert
eine 2–Form ω ∧φ = 1

2(ω ∧φ)MNE
M ∧EN . Dessen Koeffizienten sind durch

(ω ∧ φ)MN

= (−1)MNω ∧ φ(EM , EN )

= (−1)MN
(
(−1)Mφω(EM )φ(EN )− (−1)MN (−1)Nφω(EN )φ(EM )

)
= (−1)MN

(
(−1)MφωMφN − (−1)MN (−1)NφωNφM

)
= (−1)MN

(
(−1)MφωMφN − (−1)ω(φ+M)φMωN

)
gegeben. Rechnet man weiter so bekommen wir das erwartete Resultat:

ω ∧ φ = 1
2(ω ∧ φ)MNE

M ∧ EN

= (−1)MN 1
2

(
(−1)MφωMφN − (−1)ω(φ+M)φMωN

)
EM ∧ EN

= (−1)M(φ+N)ωMφNE
M ∧ EN .
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