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1 Graduierte Algebren

1.1 Graduierte Algebren, Superalgebren
Sei 2 = Ay + A eine Algebra mit
Q[Z'Q[j C Qli+j fur alle 4,5 € Zo = {0, 1} (1)

Dann heifit A eine Zo-graduierte Algebra. Die Elemente aus 2; heiflen ho-
mogene Elemente und fiir a € 2; ist deg(a) = |a| = i der Grad von a. Fir
€ € Zo nennen wir A

e c-kommutativ, wenn ab = (—1)5‘“”b|ba fiir homogene Elemente a,b € 2
gilt, und

e c-antikommutativ, wenn ab = —(—1)l9¥lpg fiir homogene Elemente
a,b € A erfillt ist.

Auflerdem definieren bzw. bemerken wir noch

e Im Fall € = 1 sprechen wir bei 2 auch von einer kommutativen bzw.
antikommutativen Superalgebra.

e Fiir ¢ = 0 handelt es sich bei 2 um eine - bis auf die Graduierung -
gewohnliche kommutative bzw. antikommutative Algebra.

Es gilt die folgende

Bemerkung 1.1. Ist 2 = 2y + 2; eine Superalgebra und bezeichnet (B)
das von der Teilmenge B C 2l aufgespannte Ideal, so gilt:

1. Ist A kommutativ, so sind die Elemente in (;) nilpotent.
2. Sind die Elemente aus (2(;) nilpotent, so ist fiir die natiirliche Projektion
A= A (A) = Ao/ (AF)
a € A genau dann invertierbar, wenn m(a) € 2/ (2(;) invertierbar ist.

Proof. Ist 2 kommutativ und ist £ € 20y, so ist £2 = 0 wegen £€ = (—1)I€lI¢lge
= —&£. Sei nun a € (2A;). Dann gibt es Elemente &1, ...,& € 2y, sodass a
aus Summen von Produkten der &; besteht, etwa

a= Z i - &

{ilv'“vij}c{lv“'?k}
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1 Graduierte Algebren 3

Dann hat a**! in jedem Summanden mindestens k + 1 Faktoren und diese

sind dann alle Null. Somit ist a nilpotent, womit 1. gezeigt ist.

Zum Beweis von 2. sei a € 2 invertierbar. So gibt es ein Element b € A mit
ba = ab = 1. Dann ist w(a)7(b) = w(ab) = w(ba) = w(b)w(a) = 7(1) = 1,
m(a) also invertierbar. Ist umgekehrt 7(a) invertierbar, so gibt es wegen der
Surjektivitidt von 7 ein Element b € 2 mit 7w(ab) = 7(a)w(b) = 7(b)w(a) =
m(ba) = 1. Es reicht nun zu zeigen, dass ab und ba invertierbar sind. Dann gibt
es nidmlich Elemente ¢ und ¢ mit cba = abc’ = 1, was die Invertierbarkeit von
a bedeutet. Wegen 7(ab) = 1 gibt es ein Element z € (1), sodass ab=1—z
ist. Wegen z*+1 = 0 fiir ein k > 0, folgt (1 — 2)(1 + 2+ 22 +--- +2F) =1,
Damit ist ab invertierbar und analog zeigen wir das gleiche fiir ba. O

1.2 Graduierte Liealgebren

Sei V' = Vp+V] ein Zo-graduierter Vektorraum mit einem e-antikommutativen,
bilinearen Produkt
[, ]: VXV =V, (2)

das V' zu einer Zs-graduierten Algebra macht. Dann nennen wir V eine
e-Za-graduierte Liealgebra, wenn auf V die folgende e-Jacobi-Identitaet, also
die Gleichung

0 =(-1) X, Y], 2]+ (-2, X], Y] + (1) Iy, 7], X]

(3)
fur alle X, Y, Z € V erfiillt ist.

e Eine 0-Zo-graduierte Liealgebra ist eine - bis auf die Graduierung -
gewohnliche Liealgebra.

e Im Fall ¢ = 1 sprechen wir von einer SUPERLIEALGEBRA

1.3 Beispiele
1. Jede Algebra B ist eine Superalgebra mit By = B und B; = {0}.

2. Die dufiere Algebra A*V = @}_, A*V eines Vektoraums V mit dim V =
n ist eine Superalgebra. Die Graduierung ergibt sich zu

A V)= @ AV, und AV)i= P AV, (4)
k gerade k ungerade
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3. Die Cliffordalgebra C1{, mit der Graduierung

(Cl5)o = Cle¥™ = {c € Ol%; Blc) = c}
(Cle)1 = C15°Y = {c € CIS; B(e) = —c}

ist eine Zo-graduierte Algebra.

4. Die Menge Mat(n + r,n + ) = RO+)X047) wwird mit der Matrizenmul-
tiplikation zu einer Zo-graduierten Algebra.

Mit dem Kommutator wird Mat(n + r,n + r) zu einer 0-Zs-graduierten
Liealgebra und wir bezeichnen diese mit gl ,.R.

Die Graduierung ist durch

o= {(2 )

(o, R); = { (2 g) ’b € Mat(n, r), c € Mat(r, n)}

a € Mat(n,n),d € Mat(r, r)}

gegeben.

d
ist mit der Graduierung aus 4. wegen g1 - g1 = 0 trivialerweise eine
Superliealgebra mit dem gewthnlichen Kommutator.

5. Die Teilmenge von g C gl,, R bestehend aus Matrizen der Form <z O>

6. Wir betrachten die e-kommutative Zy-graduierte Algebra 2A = 2y + 204
und weiter die Menge gl,,,, (%) = gl,,;, R ® 2 mit der Graduierung

g[n|r<91)0 :(g[n+rR)0 ® Ql0 S (g[n—i-rR)l ® A1
g[n|r(%)1 :(g[n-i-rR)O @2 & (g[n—i-rR)l ® QLU

und dem Produkt [4, B] = AB — (=1)IIBIBA. Dann ist gl,,,(2) eine
e-Zo-graduierte Liealgebra, im Fall ¢ = 1 also eine Superliealgebra.
Speziell fiir 20 = R mit der trivalen Graduierung Ry = R und R; = {0}
schreiben wir gl R.

Die Algebra gl,,,R unterscheidet sich von der Algebra gl,, R aus Bei-
spiel 4. durch das das Klammerprodukt, das eingeschrankt auf ungerade
Elemente nicht dem Kommutator sondern dem Antikommutator fiir
gewohnliche Matrizen entspricht.

Frank Klinker
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Die folgenden Beispiele sind sehr skizzenhaft und benéttigen einiges mehr an
Handwerkzeug, das wir an dieser Stelle nicht bereitstellen mochten.

7. Es sei (M, g) eine pseudo-Riemannsche Spin-Mannigfaltigkeit mit asso-
ziertem Spinbiindel S. Wir betrachten den Zs-graduierten Vektorraum
V = Ky + K3, bestehend aus einem Unterraum Ky C I'(T'M) der Vek-
torfelder auf M und einem Unterraum K; C I'(S) der Schnitte in S.
Dann ist V bei geeigneter Wahl von Ky und K; eine antikommutative
Superalgebra mit dem Produkt [.,.], das fiir homogene Elemente wie
folgt definiert ist:

e Fir X\Y € X(M) ist [X,Y] = —[Y, X] der gewShnliche Kommuta-
tor.
o Fir X e X(M),s e I'S ist [X,s] = —[s, X| = Lxs die Lieableitung

des Spinors s in Richtung X, falls diese existiert.'

o Fiir s,t € I'S ist g([s,t], X) = Im(Xs,t) das durch diese fiir alle X
giiltige Gleichung definierte Vektorfeld. Dabei ist (-, ) eine geeignet
zu wihlende Spin-invariante Bilinearform auf S.

e Abhéngig von der Wahl von (-, -) ist [-, -] symmetrisch oder schief-
symmetrisch.
8. Sei
Ko=€M)={X eT(TM)|3f€C®(M):Lxg=f-g}
die Menge der konformen Vektorfelder und
K1 =%(M) ={p eT(S)| Vxp = -1 XJp fiir alle X € X(M)}

n

die Menge der Twistor-Spinoren. Dabei ist V der durch den Levi-Civita-
Zusammenhang induzierte Zusammenhang auf S und 4 der Diracoperator.
Dann ist €(M) + T(M) mit dem Produkt aus 7. eine antikommutative
Superalgebra (aber in der Regel keine Superliealgebra)

9. Es sei
Ky=¢(M)={X|Lxg=0} Cc€(M)

die Menge der Killingvektorfelder und
K = (Z()(M) = {S|VS = 0} C T(M)

die Menge der parallelen Spinoren. Dann ist €o(M) + To(M) eine Super-
liealgebra.

Die Lieableitung existiert als Verallgemeinerung der gewshnlichen Lieableitung, wenn
X ein konformes Vektorfeld ist.

Frank Klinker
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10. Andern wir in Beispiel 7. das letzte Produkt zu [s, ] = 0, so ist €(M)+T'S
eine Superliealgebra.

2 Freie Module iiber einer Superalgebra

In diesem Abschnitt wollen wir das Beispiel 6. ausfiihrlicher behandeln, da
es im Zusammenhang mit der Beschreibung von Strukturen auf Superman-
nigfaltigkeiten eine wichtige Rolle spielen wird.

2.1 Vektoren und Matrizen

Eine (n,m|r, s)-Matriz iiber der Superalgebra 20 = 20y 4 2; ist ein System
X=(Xyny)mit M=1,....n+7r; N=1,...,m+ s, bei dem die Eintrige
XN Elemente in 2 sind und den Zeilen und Spalten ein Grad zugeordnet
wird.

Die Menge der Matrizen bezeichnen wir mit Mat(n, m|r, s;2). Den Grad
definieren wir durch

0 falsN=1,...,m

deg(SpalteN) = |N| =
g(p ) ’ ’ {1 fals N=m-+1,....m+s

(5)
0 falls M =1,...,n

deg(ZeileM) = |M| =
1 falsM=n+1,....,n+r

und weiter

0 falls [ Xpn|+ M|+ |N[=0
X = { (6)

1 falls [Xpyn|+ M|+ |N|=1"

Wir benutzen kleine lateinische Indizes fiir den Grad-0-Fall und kleine grie-
chische Indizes fiir den Grad-1-Fall. Also gilt

X:(AU Biﬁ) mit 1<i<n, 1<j<m, 1<a<r 1<B<s (7)
Coj Dag

und

. 8
1 falls |Ay| = |Dagl = 1, |Big| = |Cay] = 0 )

Das Produkt zweier Matrizen X € Mat(n,p|r,¢;2), Y € Mat(p, m|q, s;2)
ist durch XY € Mat(n, m|r, s; ) mit

(XY)un = XmrYrn

X = {0 falls || = Dasl = 0,|Bis| = |Cogl = 1

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 7

definiert.

Bemerkung 2.1. Im Fall m = n,r = s schreiben wir Mat(n, n|r,r; ) =
gly), (A), und das ist dann die in Beispiel 6. beschriebene Algebra. Der Fall
2 = R entspricht gerade dem Beispiel 4.

Ein natiirlicher Superalgebramorphismus von 2 nach gl,,, () ist durch
folgende Daten gegeben:

2 — g[n\r (Ql)
- (Mo ©)
a—a mit ayy=(-1) adpn -

Dann wird Mat(n, m|r, s;2) durch
a-X :=aX (10)

fir a € A und X € Mat(n, m|r,s;2) ein A-Modul. Definiert man analog
X -a:= Xa, dann gilt

a-X =(-1)dXlx .q (11)
denn'

(a-X)pyn = (@X)un
= QMLXLN

(—D)Meadprr X
1

aXMN

1 Ma( )aX]uNXMNa
1 Ma( )a(X-i-M—I—N)

(-
(—1)
(1)
(-1 (=) Xmna
(1)
(1)
(1)

XMNG

D X (—1)*Norva
DY Xyrar

1)eX (Xa)un

= (—1)""(X - a)mn.

Mit dieser Definition der Modulstruktur haben wir fiir Matrizen X,Y und
ac

(a- X)Y =a-(XY), (X -a)Y =X(a'Y),

iTn dieser und den folgenden Rechnungen und Formeln sind die Exponenten von (—1)
immer als Grad des jeweiligen Objekts zu verstehen, z.B. (—1)™% = (=1)!Mllal ygw.

Frank Klinker
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X(Y-a)=(XY)a

Sei X € Mat(n, m|r, s;2l), dann definieren wir das SUPERTRANSPONIERTE
dieser Matrix durch X** € Mat(m, n|s, r; ) mit

iy = (DI (I (12

Fir X = (A B) ist

C D
Xst _ AT (_1)XCT
A\ —(=D)XBT DT
AT T
_gT pr falls | X| =0
= AT _cT
BT pr falls | X| =1

AT _RT

insbesondere (X5t = (—CT DT

zen X,Y und a € A

> und (st)* = id und es gilt fiir Matri-

(Xy)st — (_1)XYYstht (13)
(a- X)) =a- X (14)

Zum Beweis der ersten Identitit rechnen wir

Y Xy = Vi Xin
= (=) EFMEHM) ()N XKy X e
(1) EFM)Y M) H(NHR)(XFEK),

(_1)KY+KM+YM+M+NX+NK+KX+K+YX+YK+YN'

(= 1)EXHEARNAMXTMESMN y oy

— ( 1)XY( 1)YM+M+NX+YN+MX+MNXNKYKM
_ ( 1)XY( 1) Y+X+M)( M+N)XNKYKM

_ ( 1)XY( 1) (N+M)( X+Y+M)(Xy)NM

= ()Y (XY

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 9

Spezielle Matrizen sind die Zeilen- und Spaltenvektoren:

<gz> AN = Mat(n, 1|r, 0;21) (15)
und -
(fir&a) € A7l := Mat(1,n[0,r; ). (16)

Dabei schreiben wir Xy = X M1 im ersten und Yy = Yy im zweiten Fall.
Es gilt fiir X € A" und Y e Anlr .

A 5 X — (g) — (F (=) ¥e) = (Fio—(=1)fca)

und

Q[n|r9YSt: iaaSt:< fz ):< fl >’

o)™ = - e ) = \-1)eea
das heift X5t = (~1)MX X und Y3 = (-1)MX+My,, . Die Modulstruktur
der Matrizen liefert uns hier fiir X € 2" Y € A" und a € A

(a- X))y = (aX)yr = (=D)M%Xy,
(X -a)y = (Xa)u = Xnpa
(a-Y)y =(aY)y =aYy

(Y-a)y = (Ya)y = (—1)Vya.

Bemerkung 2.2. Die Graduierung der Menge 2™" der Vektoren ist durch
Ay = AP + AT und  (AMT), = AT + AL

gegeben. Dariiberhinaus schreiben wir fiir die beiden 20g-Moduln der geraden
und ungeraden Vektoren

A = (A" und AT = (A7),

2.2 Freie A-Moduln

X sei ein Zy-graduierter R-Vektorraum. X ist ein Linksmodul iiber 2 =
Ao + 2y, wenn es eine Abbildung

AxX =X, (a,X)—aX (17)

gibt, mit

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 10

1. a(bX) = (ab) X
2. (a+b)X =aX+bX, a(X+Y)=0aX +aY
3.1X =X
4. |aX| = |a|] + | X]
Jedes Linksmodul ist ein Rechtsmodul, wenn wir die Rechtsoperation durch
Xa=(-1)"%aX (18)

definieren. Diese Multiplikation hat dann analoge Eigenschaften zu 1. bis 4.
Ein Modul X ist ein freier Modul vom Rang (n|r), wenn es eine Menge

(ei79a)7::17...7n7a:1 T = (EN)N:L’TLJ'_T C x

gibt mit |e;| = |i| = 0 und |0,| = || =1, d.h.
0 falls1<N<n
|[En| = |N| = (19)
1 fallsn+1<N<Zr
und wenn jedes X € X eine eindeutige Darstellung
X =X\ Ex = flei+ &\0a (20)

hat. Wir nennen die Elemente X f\/! die Linkskoordinaten von X. Analog gibt
es auch die eindeutige Zerlegung

X = By X5y = eif7 + 0,87 (21)

mit den Rechtskoordinaten X}, von X.

Die Koordinaten stehen iiber folgende Gleichungen zueinander in Beziehung;:
Xy = (C1)M¥u g, = (MO (2

bzw.
fi=f wd & =-(-1)%¢. (23)
Satz 2.3. Es gibt mit den Modulstrukturen wﬂi\ Graduierungen vertrigliche

Isomorphismen ¢ : X — A" und ¢' : X — A”I" derart, dass das folgende
Diagramm kommutiert:

Q[n|r st an\r

X
Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 11

Proof. Wir definieren fiir X = X, FEy = En X},

X{
X)) =X"=| : |ewl (24)
X;;Jrr

und .

o'(X) = (xi,....XxL,,) eunlr (25)
Dann gilt

X" = (X" und (X = (DM(XT)3 (26)

denn

(X" = Xy

= (MO (K,

(X = Xiy
= (-1
= (D" ()" (X ) u
= (-D)M(X")3,
also insbesondere die Kommutativitit des obigen Diagramms. Die Vertrag-
lichkeit mit der Modulstruktur rechnen wir exemplarisch fiir ¢" aus. Fiir
X> X =EyXj, ist
aX = aBEy X} = Ex((-1)M%aX}))
Xa= (EuXj)a = Ey(Xja),

und damit haben wir

(a¢T<X))M :(a ) XT)M = (_1)aMaX]T{/[ = (¢T(aX))M7
(qﬁr(X)a)M :(XT . a)M = Xja= ((br(Xa))M.

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 12

2.3 Endomorphismen von 2-Moduln

Sei X wie im vorangegangenen Abschnitt ein freier A-Modul mit Basis
(En) = (€;,0,). Dann ist ein Endomorphismus F': X — X fiir X,Y € X und
a € 2 definiert durch

1. F(Xa)=F(X)a
2. F(X4+Y)=F(X)+ F(Y)

Wir nennen F' gerade bzw. ungerade und schreiben |F| = 0 (bzw. |F| = 1),
wenn fiir alle X € X und a € 2

F(aX)=aF(X) bzw. F(aX)=(-1)"aF(X)

gilt. Das liefert auf der Menge der Endomorphismen eine Graduierung, und
es gilt

3. F(aX) = (1) aF(X)
4 [F(X)| = |F|+ | X]
Die Menge EndX wird durch die Definitionen
(aF)(X)=aF(X) und (Fa)(X)=F(aX) (27)
zu einem 2A-Modul und es gilt wegen 3. die Vertauschungsregel
aF = (-1)*"Fa, (28)

(genauer sprechen wir wegen der Eigenschaft 1. von einem Rechts-Endomor-
phismus und schreiben ggf. End"X). Sei nun F' € EndX ein Endomorphismus.
Dieser sei auf der Basis (Ey) durch

F(Ey) = Enanu (29)
gegeben. Dann gilt fiir X = Ey Xy € X

Satz 2.4. Seien X, (En) wie oben und ¢" : EndX — gl,,,2l gegeben durch
Y'(F) =a= (amn) (31)

gemdfs der obigen Konstruktion. Dann ist ¥" ein mit den Modulstrukturen und
der Graduierung vertrdiglicher Isomorphismus und es gilt mit der Abbildung
¢rx AN

¢ (F(X)) =" (F)¢"(X) (32)

Frank Klinker
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Bemerkung 2.5. Sprechen wir statt von Rechts- von Links-Endomorphimen,
d.h. vertauschen wir die Rollen der Rechtsmultiplikatipn und Linksmultiplika-
tion in 1. und 3., so ordnen wir {iber eine Abbildung ' dem Endomorphismus
F eine Matrix @ = (@asy) zu mit der Eigenschaft

F(Ey) = aunEN. (33)

Eine natiirliche Identifikation zwischen den Links- und Rechts-Endomor-
phismen ergibt sich durch

F'(X) = (-1 FI(X) (34)

und damit G"(F" (X)) = (=1)¢F (=1)(EHOXGHFL(X)). Setzen wir

F"(X) = Exyany Xy (35)
und
FY(X) = XjsamunEn, (36)

so haben wir bei dieser Identifikation fiir F'(X) die Darstellung

FY(X) =X yaunEN

C)XEMEENEM X

-1 (X+M)(F+N+M)+ (F+N+M+X+M)NENC~LMNX§M

1 XF( 1 XN+XM+MF+MN+M+FN+N+XNENGMNXM

)

) )

1)XFEN( 1 F+N)(M+N)aMN) ((—1)MX+MXJZW)
—1)XFEN(( 1)(F+N)(M+N)GMN)XM

und die Bedingung F"(X) = (-1)XFF!(X) iibertrigt sich damit wie folgt
auf die beteiligten Matrizen:

(F+N)(M+N)

ELMN = (—1) aANM = aﬁ’}N. (37)

Das bedeutet, das die Supertransposition die Links- und die Rechts-Isomor-
phismen ineinander iiberfiihrt.

Wir werden uns hier allerdings, wenn es nicht ausdriicklich anders erwéhnt
wird, auf ” Rechts-Objekte” beschrianken. Insbesondere, wenn die Koordinaten
keinen oberen Index besitzen, handelt es sich um Rechtskoordinaten.

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 14

2.4 Der Dualraum zu X

Als Dualraum X* zu dem 20-Modul X, bzw. als Menge der 1-Formen, bezeich-
nen wir die Menge der Homomorphismen von X nach 2, also

X* = Hom(X,2). (38)

Fiir die Paarung X* x X — 2 schreiben wir (w, X') — (w, X). Wie im letzten
Abschnitt legen wir w € X* auf der Basis { Ex} von X beziiglich einer Basis
des Bildraums, hier zwechméfigerweise der kanonischen geraden Basis {1}
von A, durch

(w, FE N) = WN

fest, und erhalten fiir X = ExnXy € X
(w, X) =wnXn.
Betrachten wir die Elemente £}, € X* mit
(Eyvi, EN) = 0N
so haben fiir das obige w wegen
(v By, ENXN) = wy(Ey, EN)XN = wydun Xy = wn Xy (39)
die Darstellung w = wy, E}; und somit die

Satz 2.6. Die obige Konstruktion liefert einen kanonischen Isomorphismus
X* 2 nlr (40)

zwischen dem Dualraum X* von X und der Menge der Zeilenvektoren mit
Eintragen aus A, der mit den Modulstrukturen vertrdiglich ist. Insbesondere
geht die Paarung (.,.) in die Matrizmultiplikation dber.

Der Endomorphismus F' € EndX induziert einen Endomorphismus F* auf
X*, der durch
(F*(w), X) = (w, F(X)) (41)

gegeben ist. Da es sich bei X* wegen des vorigen Satzes kanonisch um einen
Linksmodul handelt, ist F* ein Links-Endomorphismus, der in den oben
betrachteten Basen wie folgt gegeben ist. Haben wir fiir F' die Matrixdarstel-
lung (apn), also F(EnXn) = Exargn X, so gilt fiir die Matrixdarstellung
(a};p) von F* einerseits

F(w) = FY(wmEy) = waay g By

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 15

und damit
(F*(w), X) = wynay g (Ex, ENXN) = wypay v XN
Andererseits ist

(F*(w), X) = (w, F(X))
= (wu By, ExagnXn)
=wyp (Ey, Ex)arn XN
=wpmaMNXN,
insgesamt also
ayN = AMN- (42)

Bevorzugt man die Rechnung mit Rechtskoordinaten auch im Raum X*,
und méchte einen zu F € EndX assozierten Rechts-Endomorphismus F*
betrachten, so miissen wir zum einen den Wechsel der Koordinaten in
w = wyE}y = Exwn beachten. Auflerdem dndern wir (wegen der letzten
Bemerkung in Abschnitt 2.3) die Definition dieses neuen Endomorphismus
ab zu

(F(w), X) = (~1)*T{w, F(X)) (43)

Schreibt man dann F*(w) = Ea} y@n, so liefern die Rechnungen aus der
gleichen Bemerkung a%, = (a*)3;,y, hier also

CTMN = aiZN. (44)

2.5 Die Menge GLy, ()

Wir betrachten die Menge der geraden, invertierbaren Elemente in gl,, (2A)
und definieren die lineare Supergruppe als

GLyp () = {a € gl (Qt)o‘aof1 caa~l = 1} . (45)

Als Verallgemeinerung von Bemerkung 1 hat man sofort die

Bemerkung 2.7. a = (amn) € gl (), ist geanau dann invertierbar,
wenn die Matrix 7(a) € gl, R invertierbar ist. Dabei sind die Eintrége von
7(a) durch

m(a)un = m(ann)

mit der kanonischen Projektion

A=A Ay) = Q[0/<2@>

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 16

gegeben.

) A B
Schreibt man a = (C’ D

) so bedeutet das

a invertierbar < 7(a) invertierbar
m(A) 0
0 w(D)

< 7m(A), 7(D) invertierbar

invertierbar

& A, D invertierbar.

Auf der Menge der Matrizen gibt es noch zwei interessante Morphismen:
Die Spur.
Die Spur ist durch

str: gl (%) — & mit strX = Z(—l)(X+M)MXMM (46)
M

definiert und hat die folgenden Eigenschaften.

—

Cstr(XY) = (= D)XV str(Y X)
2. str(X®!) = str(X)

3. str[X,Y] =0

e

A B
X = <C D> = strX = tr4A — trD

Die Determinante.

Die Determinante ist fiir invertierbare, gerade Elemente durch
A B —1 -1
sdet : G Ly, (A) — Ao, sdet c pl= det(A — BD™"C)det(D™") (47)

definiert und es gilt:
1. sdetX # 0
2. sdetX*! = sdetX

3. sdet(XY) = sdet XsdetY

Frank Klinker
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2 Freie Module iiber einer Superalgebra 17

Bemerkung 2.8. Zum Beweis der letzten Eigenschaft der Determinante
nutzt man die folgende Zerlegung eines Elementes aus G'L,,,.(2) :

x=(ep)=6 ")V b)) he 1) @

und verifiziert die Identitdt fiir Matrizen des beteiligten speziellen Typs.

2.6 Bilinearformen

Wir charakterisieren Bilinearformen B € BilX auf dem freien Bimodul X
durch die folgenden Eigenschaften. Fiir alle X, Y € X und a € 2 gilt

B(X,Ya) =B(X,Y)a
B(aX,Y) =aB(X,Y)
3. B(Xa,Y) = (-1)*8B(X,aY)
4. |B(X,Y)| = |B| + |X|+ Y|
Die Modulstruktur auf BilX erhalten wir durch
(aB)(X,Y)=B(Xa,Y) und (Ba)(X,Y)=B(X,aY). (49)

3. liefert uns wie im vorigen Abschnitt die Graduierung, und wir nennen B
im Fall |[B| =0, d.h. B(Xa,Y) = B(X,aY) fiir alle a, GERADE und im Fall
|B| =1, d.h. B(Xa,Y)=(-1)*B(X,aY) fiir alle a, UNGERADE.

Der Bilinearform B ordnen wir eine Matrix b = (by;n) zu durch
bun = (=) B(Ey, Ey) (50)
damit gilt dann:
B(X,Y) = B(X},En, ENYR)
= XY, B(Ey, EN)YY
— ()M X bR
= ()M X3 bunYR
= (X")MbunYy
= (X")*bY™.

(51)

Frank Klinker
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Satz 2.9. Fin Endomorphismus F' € EndX lGfit genau dann die Bilinearform
B invariant, d.h.

B(F(X),Y) = —(-1)" B(X,F(Y)), (52)
wenn fir die zugeordneten Matrizen die Beziehung
a®'h = —ba (53)
erfillt ist.

Proof. Ist a = (apn) die F beschreibende Matrix und b = (bysn) diejenige
zu B, so gilt

B(F(X),Y) = (aX)*bY = (-1)FX x*a’py
B(X,F(Y)) = X*'baY.

Damit folgt die Behauptung sofort. O

e B heiflt supersymmetrisch bzw. schief-supersymmetrisch , wenn
B(X,Y) = (-1)*" P B(Y X) (54)
bzw.
B(X,Y) = —(-)*" PRy, X)) (55)
fir alle X, Y € X erfiillt ist.

Es gilt:

B(Y,X) = (-1)"YybyuXu
(_1)NY+(Y+N)(B+N+M)

by YNXm
(—1)Y BHYMAENBENENM () (XFM)(Y +N+BEN M),

- Xmbnm YN
(= 1)Y BEY MANBENENMAXY £ XBXMAMY +MBEM,

- Xubnu YN
_ (_1)XY+B(X+Y)(_1)B(N+M)+NM+N+M(_1)XMXMbNMYN

und

(—1)XY+B(X+Y)B(X, Y) _ (—1)XY+B(X+Y)(—1)XMXMbMNYN.

Frank Klinker
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3 Alternierende Multilinearformen auf X 19

Das bedeutet, dass sich die Supersymmetrie als spezielle Symmetrie in den
Matrizen widerspiegelt:

bMN _ (_1)(B+M)(M+N)+NbNM _ (—1)N(b8t)MN- (56)
.., (E FY\. .
Fir b = < a H) in Blockform ist dann also

ET  -GT
G H/) ET GT

T HT> falls |[B| =1

) falls |[B| =0
(57)

Beispiel 2.10. Wir betrachten die gerade, supersymmetrische Bilinearform
auf R™?" die durch die Matrix

1 0 . 0 1
bo_(() J) mltJ—<_1 O>

reprasentiert wird. Die Menge der Endomorphismen die by invariant lasst,
nennt man die orthosymplektische Algebra 05p,|2-R und sie besteht aus den

Matrizen a € gl,, R mit a’tby = —bga. Schreibt man wie iiblich a = <é, g)

und beachtet
A 0\ (AT o 40 BY'_ (o -cT
o p/ ~\o pT) "™ \c o) “\BT o )
o ist
A 0 T T ~
(05ppj2,R)o = 0 D A" =—-A,D"J=—-JD; =Zso(n)®sp(r)

g = { (% 2] -cs).

3 Alternierende Multilinearformen auf X

3.1 k-Formen und das Dachprodukt

Die Menge der 1-Formen auf X ist schon in Abschnitt 2.4 als Dualraum
zu X eingefithrt worden. Analog zum klassischen Fall werden wir die k-
Formen als alternierende multilineare Abbildungen von X nach 2{ definieren.

Frank Klinker
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Dabei werden bei der Linearitéit und beim Vertauschen der Argumente
in natiirlicher Weise Vorzeichen erscheinen. Des Weiteren werden wir eine
Komponentendarstellung der Elemente angeben.

Eine k-Form w auf X ist eine Abbildung

wiXx...xX—=>2A (58)
——

k mal

mit den Eigenschaften
L jw| = |w(X1, ..., Xp)| + | X1 + - .- + | Xk

2. w(...,Xja+)~(j7...) _
= (=)ot Xy (o X a+w(e, X, L)

3. w(...,Xi,...,Xj,...)
= (1) XKt X )T KX -0 (0 X X

5. (wa)(Xl, .. ) = w(aXl, .. )
4. und 5. liefern zusammen mit 1. und 2.
6. aw = (—1)“"wa

fiir X; € X und a € 2. Die Menge der k-Formen bezeichnen wir mit A¥(X*).
Dabei verdeutlicht der untere Index r die Rechtslinearitét, also die Eigenschaft
2.

Sei nun { En} eine Basis von X und die Koordinaten der Vektoren bezeichnen
wir mit X; = ENXZ-N. Dann gilt

w(X1,..., Xp)
= w(X1,. . Xp1, Eny) X0
N
= (—1)(Xk*1+Nk*1)Nkw(X1, c. ,kag, ENkflﬂENk)Xk—kl lein

k—1 k
> > (X;+N;)N;

= (—1)ir ik W(Ex, . By )XV X
2 (X5+N;)N;
= (1)< (B, By XN x

Frank Klinker
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Wir definieren als Koordinaten der k-Form w die Elemente

> N;N;
WN; N, = (—1)J<1 w(ENl,...,ENk), (59)
und haben damit
> X;N;
WX, Xp) = (=175 wnn X X (60)

Bemerkung 3.1. Die Koordinaten haben wegen 3. die folgende Symmetrie-
eigenschaft

Wo(N)-o(Ny) = (—1)7€(@(N1) ... a(Ng); N1 ... Np)wn, Ny, (61)
wobei (—1)? das Vorzeichen der Permutation o, und
G(O'(Nl) S U(Nk); N1 . e Nk)

das durch die Umsortierung der Eintrdge in w notwendige Vorzeichen ist.

Insbesondere ist w durch die (difx) Elemente wy, .. N, mit 1 <Ny <...<

N < dimX festgelegt.

Die Wahl der Form der Koeffizienten wird im nédchsten Abschnitt klar.

Definition 3.2. Fiir w € A*(X*) und ¢ € Al(X*) ist das Dachprodukt
wAp € AFTH(X) fir Xq,..., Xy € X durch

w A go(Xl, .. ka—H)
1

= o Z (—1)7 (=1)PEeT T Xem) (X, 1) .. Kooy X1 - - Xport)-

o€y
. W(Xg(l), S Xo‘(k))so(XU(k—l-l)a cee 7X¢T(k+l)) (62)

erkldrt. Dabei ist €(Xq(1) ... Xo(g41); X1 .. Xgp1) das Vorzeichen, das ent-
steht, wenn wir die Elemente Xi,...,X;4; in die neue Reihenfolge
Xo(1)s -+ s Xo(k1) bringen.

Bemerkung 3.3. Das Dachprodukt erfiillt insbesondere die definierenden
Eigenschaften 2. und 3. fiir Formen. Auflerdem gilt

7. wAp = (=D)F(=1)*$p Aw.
8. (WAP)ANY=wA(pAD)

9. a(wAp) = (aw)Ap = (=)“wA(ap), (WAP)a = wA(pa) = (=)* (wa) A,

Frank Klinker
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Proof. Zum Beweis von 7. rechnen wir 0.B.d.A. mit k£ < [.

Kl w A (p(Xl, e ,XkJrl)
= Y () (=)PEe T F R e(X 0y - Xy X - Xigr)-

U€6k+l
“W(Xo(1)s s Xow)P(Xo(hr1)s - -+ » Xo(kt1))
= Y (—1)7(=)PEe T X e( Xy 1) - Ky X1 - Xipr):

U€6k+l
. (_1)(w+XU(1)+"'+XU(k))(80+Xa(k~+1)+'"+Xa(k+l>).

’ SO(XU(k:+1)7 S )Xa(kJrl))w(Xa(l)a s 7X0(k))
= Z (—1)7 (—=1)P Ko+ Ko e( X, ) . Xy Xi - Xi)-

0€G L4
1) WX+ +Xo ) (P Xo (ot 1)+ +Xo (e 41)) .

(—1)
(~1) (WHXo (k1) + -+ Xo (k1) (KXo ()t +Xo (k) .
(— 1)kl( ) Xo+1) T+ Xo (k1)) .
“P(Xo1ys o Xok)y Xo(hr1)s - - s Xo@)W( Xo@41)s - -+ » Xo(14k))
= (—D)H (=) > (—1)7e(Xoq) - Xorar); X1 - - Xpp1)-

€Sy

(1)K X w)o (X 4y, X)W KXo a1)s - - - Xo k)
= (_1)kl(_1)w¢k!£!¢ ANw(X, ..oy Xga)-

Um die Linearitét, also 2., nachzuweisen, machen wir einige Uberlegungen
zu den vorkommenden Vorzeichen. Zu zeigen ist

wAe(...,Xja,...) = (—1)“<Xj+1+'"X’“+l)w/\go(...,Xj,...)a.

X; falls i # j
Mity; — 4 dallsiAg g
Xja, fallsi=j

Ellwne(..., Xja,...)

= > (=17 ()P TYew) (Vo) Yoy Ya - Yid)
€64 (A)
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Wir untersuchen nun die drei Terme (A), (B) und (C) in Abhéngigkeit von
a. Dazu sei i so, dass o(i) = j.
i<k

(A) (_1)<P(Ya(1)+"'+ya(k)) _ (_1)‘:9(Xa(1)+"'+Xo(k))(_1)“90
(B)  e(Yo) - Yotkr; Y1 Vi)
= E(Xo(l) - Xa(k—l—l); Xq.. .Xk_H)(—1)a(Xj+1+m+Xk“)-
. (_1)a(Xa(¢+1)+"'+Xg(k+z))
(C) W) You)P(Yos1) - - > Yo(itn)
_ (_1)a(<p+Xd(¢+1)+...+Xo(k+l))w(Xo_(1), o X))

P Xokr1)s -+ Xo(ka1))a

(A)  (=1)fYeF+Yom) = (—1)PEXo@F+Xowm)
(B) wie oben
(@) w¥oa)s-- 5 Youe)(Yoes1)s - - s Yo(itr)

= (—1)a(Xo'(i+1)+..~+Xg(k;+l>)Q)(Xo.(1)’ s Xo(r))

O Xo(ht1)s > Xo(kt1))a
Das Produkt aus diesen drei Termen ist in beiden Féllen gleich, ndmlich
(_1)a(Xj+1+...+Xk+l)+<p(Xg(1)+..-+X0(k))G(Xa(l) o XU(kH); X1 X))
W(Xo(1)s - s Xo) P(Xo(hr1)s - s Xo(hti))

Das liefert nun die Behauptung, denn

Ellwne(..., Xja,...)

= 3 DA (V) Yo Vi Vi)

oEGh
w(Yo(1ys - Yor))P(Yo(kr1)s - - s Yo(ern)
_ (_1)a(Xj+1+...+Xk+l) Z (_1)0(_1)<p(X(,(1)+...+Xg(k)).
"
ce(Xoq) - Xo(rrn)s X1 - - Xia)-
“W(Xo1) o Xok)P(Xors1)s - - > Xo(ka))a
= (1)t X it A (.., X, a

Teil 3., 8. und 9. zeigt man durch &hnliche direkte Rechnungen. O
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Beispiel 3.4. Fiir zwei 1-Formen gilt

wAp(X,Y)

Die letzte Zeile benutzt das Tensorprodukt zwischen X* und sich selbst. Das
liefert eine bi(-rechts)lineare Abbildung X x X — 2 mit entsprechenden
Vorzeichen, analog denen aus Eigenschaft 2. der k-Formen (vgl. im Gegensatz
dazu die Definition der Bilinearformen in Abschnitt 2.6).
3.2 Eine Basis von AF(X*)
Die Menge A*(X*) ist ein freies A-Modul mit Basis

B:={EM A ANEM |1 <Ny <...< Nj <dimX}, (63)

mit EM := (Ejr)* als duale Basis zur Basis {Ej;} von X. Zum Beweis der
Aussage schreiben wir ein Element w € spang3 als

w= > wny N EN A A ENE, (64)
1<N1<...<Np<dimX

Die “fehlenden” Koeffizienten definieren wir mit Hilfe der Symmetriebe-
ziehung aus Bemerkung 8, und erhalten so

w = % le...NkEN1 A A ENk (65)
Lemma 3.5. Fir die Basiselemente gilt

ENU A ANENS(Eyy, ..., By

- > o(M;)N;
= Y (~1)7(-1)icisk e(o(My)...o(My); My ... M)
€Sy
N N
N PRRERL P (66)

Proof. Der Beweis lduft per Induktion.
k=1:
BN (Ep) = 83y, -
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k—=k+1:
EN A NENEANENSU(Eyy ., B, )
1 i . e
= T Z (=1)7 (=1)Nerr (T(M)Fr (M),

T66k+1

. E(T(Ml) e T(MkJrl); M1 ce Mk-Jrl)'

BN NEY (B gy Bran)) BN (Br )
1

o Z (_1)7(_1)Nk+1(T(M1)+“'+T(Mk)).

’ T€6k+1

. E(T(Ml) . .T(Mk+1); M1 e Mk-i—l)'

2. oor(Mj)N;
. Z (—1)7(—1)rsi<isk .
cEeGy
ce(coT(My)...0co7m(Mg);7(My)...7(My))-
(5N1 6Nk Nk+1
oor(My) oor (M) T(Mg+1)

TR Z Z (=1)7 (=1)7(=1)Nerr (T )47 (M),

5€65,C6k11 TESk+1
>, Gor(M;)N;

- (—1)iss<isk

ce(GoT(My)...c07(Mg);T(My)...7(My))-

ce(r(My) oo T(Mygy1); My ... Mgy1):

5N1 5Nk Nk+1

For(My) gor(My) 6ot (My41)

In der letzten Gleichung haben wir ¢ € & durch 6 = 0 x id € Ggqq
ersetzt. Das dndert das Vorzeichen der Permutation nicht, und wir haben
insbesondere & o 7(Mpy1) = 7(Mg41). Das liefert uns dann

e(@or(M)...007(My);7(M)...7(My))

= e(Gor(M)...507m(My) o(Mypr); T(My) ... 7(Mi)T(Migir)).

Die letzte Gleichung lidsst dann mit der folgenden Identitét eine Vereinfachung
des obigen Ausdrucks zu.

G(NlNk,Mle)E(Mle,Ll Lk) :E(NlNk,LlLk)
Wir erhalten ndmlich

ENA - AENU(Byyy, . B )

Frank Klinker
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- ¥ Z Z (_1)&(_1)T(—1)N’€+1(T(M1)+"'+T(Mk))‘

5€65,C6kp1 TESk+1
. (_1)21§j<i§k&OT(Mj)Ni.
. 6(5’ o T(Ml) ...00 T(Mk—f—l); Ml e Mk+1)-
L o gV
gor (M) gor(Mg41) *
Nun gilt noch fiir beliebige Permutationen 7

[My|+ -+ [Myga| = |7 (My)] + -+ + [T (M)

was dann mit 6 o 7(Myy1) = 7(Mp41)

[T(My)| + -+ [7(M)| = |6 oT(Mr)[ + - -+ + |6 0 7(M)]. (67)
liefert und damit
(_1)Nk+1(T(M1)+...+T(Mk))(_1)1§]§i§k5’0T(Mj)Ni _ (_1)1§j<%:§k+15'07'(Mj)Ni‘
(68)

Q
|
—_
N—
3
Il

Wir &ndern nun die zweite Summation zu 7 = ¢ o 7 und mit (—1)
(=1)7°" = (—1)7 erhalten wir

ENUA o ABNeY By, B,

- >
= % Z Z (i1)7(71)1§j<i§k+1

€S CSps1 TESK+1
ce(F(Mr) ... T(Myg1); My . ... Mk“)(s%\ﬁ) o 5%‘};“)
T+ > T(M;)N;

7(M;)N;

= > (-1 = e(F(My) ... 7(Mjgr); My ... Myyy)-
‘T'EGk+1
N sNVen
7(My) T(Mg41)’
womit wir die Induktion beenden. O

Mit diesem Lemma haben wir dann

ENMA - ANENR(X LX)
= EM A AEN By, XM B X))

> (X4 M;)M;
= (1)< T ENM A AENY (B, By ) XM x M
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= (-1 POEC N C IR

ceSy,

ce(o(My)...o(My); M .. .Mk)dfj(m - 50{V(§Wk)x% XM

> XM, kil Xk: (o(M;)Ni+M;M;)
= (=1)i< Z (—=1)7(—1)i=ri=i+1 )

ceSy

ce(o(My)...o(My); M; .. .Mk)afj(m - 55(’;%))({”1 XM,

Fiir die Auswertung von w ergibt sich

(X1, Xy)
1
= Tl WNl._.NkENl VANCERWAN ENk(Xl, - Xk)
X;M; o(M;)N;+M; M;
(1 EZ 1;2 _1g§(( ) )
ceSy,
A(=1)7e(a (M) ..o (My); My ... My)Soy, - 5N(km)
. lemeXMl .. .X]i‘/fk
X; M; o(Mj)o(M;)+M;M;
_ (-1 EZ 1!2 _IJZZ(( Jo(M;) )'
ceSy,
(=1)7€(o (M) ...o(My); My ... Mg)wo(any)...o(My) *
= WM;...M,,
.X{Wl .. .X]i‘/fk
1 > (o(M;)o(M;)+M;M;) > XM M
— a2 D (= oy g X X
ceS

Jetzt gilt fiir eine beliebige Permutation o der Elemente {My,..., My}

weiterhin

S lo (Ml (M) = S M| Mi],

7<t 1<t
denn wir sehen, dass in diesen Summen alle Paarungen von Produkten unter-
schiedlicher Elemente aus {Mj, ..., My}, bzw. {o(M1),...,0(M)} genau
einmal vorkommen. Das liefert die obige Identitét zwischen den Graden und
damit den folgenden Ausdruck

X[ M;
WX, Xp) = (17T wngy g XM x M (69)
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Was auch genau der Ausdruck ist, den wir im vorigen Abschnitt erhalten
haben. Damit ist auch der Vorfaktor bei der Wahl der Koeflizienten der
k-Formen begriindet.

Beispiel 3.6. Das Produkt zweier 1-Formen w = wyEYN, ¢ = oy EM liefert
eine 2-Form w A ¢ = (w AN ) unEM A EVN. Dessen Koeffizienten sind durch

(WA Q)N

= (—D)MNu A p(Ey, EN)

= (-D)MN (-D)MPw(Ex)e(En) — (-D)MN(—=1)N?w(EN)o(Ew))
= (-)MN (=D)MPwpron — (=1)MY (=1)Nwnpn)

= (=DM ()MPwnrpn — (~1) gy )

gegeben. Rechnet man weiter so bekommen wir das erwartete Resultat:
wAp=iwnAe)unEM ANEN
= (-)M¥ <(_1)MSOWM90N - (_1)W(W+M)(PMWN) EM A EN
= (-

1)M(<’O+N)WMQDNEM ANEN.
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