Frank Klinker

Kurvendiskussion
Teil 2: Extrema, Sattelpunkte und Wendepunkte

1 Wiederholung: Qualitative Aspekte der Ableitung

Abbildung 1: flz) = §52° — 32 — J2° + Lo — 3w — 5
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Der Wert f'(zq) der Ableitungsfunktion an der Stelle xg ist das Ma# fiir die Steigung

der Funktion f(x) an der Stelle .
Ob der Graph von f(z) steigt oder fillt, erkennt man am Vorzeichen von f'(x):

e f'(x) ist positiv an den Stellen, wo f(z) steigt

e f'(x) ist negativ an den Stellen, wo f(x) fallt
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e f'(z) hat Nullstellen an den Stellen, wo die Steigung von f(z) neutral ist
Und weiter:

e Je stirker eine Funktion steigt, desto grofier ist der positive Wert der Ablei-
tungsfunktion.

e Je stiarker eine Funktion fallt, desto kleiner ist der negative Wert der Ablei-
tungsfunktion.

2 Neutrale Steigung: Extrema und Sattelpunkte

Wir schauen uns nun die Stellen genauer an, an denen eine Funktion f(z) neutrale
Steigung hat. Das sind die Stellen, wo sie weder féllt noch steigt. Dies sind genau
die Nullstellen der Ableitung f'(x).

In Abb. 1 sehen wir, dass die Nullstellen der Ableitung oftmals (aber nicht immer)
ein Extremum beschreiben, d. h. ein Maximum oder ein Minimum.

Ein Punkt mit neutraler Steigung, der kein Maximum oder Minimum ist, heifit
Sattelpunkt.

2.1 Die Unterscheidung der Punkte mit neutraler Steigung

In der folgenden Abb. 2 sind vier Funktionen und ihre Ableitungen skizziert, die alle
Félle neutraler Stellen auslisten, die vorkommen kénnen:

Abbildung 2: Die moglichen Félle von Punkten mit neutraler Steigung
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Das kann man in dem sehr Anwendungsfreundlichen Vorzeichenwechselkriterium
zusammenfassen:




Das Vorzeichenwechselkriterium zur Unterscheidung der Punkte von
f(z) mit neutraler Steigung

Hat die Ableitung f'(x) eine Nullstelle in z = ¢, dann ist der Punkt (JEO /f (xo))

e cin Maximum von f(x), wenn f’(z) an der Stelle = xy das Vorzeichen von
positiv zu negativ wechselt.

e cin Minimum von f(z), wenn f’(x) an der Stelle x = xy das Vorzeichen von
negativ zu positiv wechselt.

e cin Sattelpunkt von f(z), wenn f’(z) an der Stelle z = xy das Vorzeichen
nicht wechselt.

2.2 Erste Beispiele
Beispiel 1. Wir untersuchen die allgemeine quadratische Funktionen
f(z) =az®+bx+c

auf Extrema.

Wir haben das bereits frither gemacht, indem wir z. B. die quadratische Funktion von
der Normalform in die Scheitelpunktform gebracht und den Scheitelpunkt abgelesen
haben, siehe z. B. https://youtu.be/jsbVtNa5-hg.

Mit unseren neuen Mitteln finden wir diesen Scheitelpunkt, indem wir zunéchst die
Ableitungsfunktion berechnen:

f'(x) =2ax +0.

Das Extremum liegt an der Nullstelle der Ableitung. Dass es sich hier tatséchlich
um ein Extremum handelt und nicht um einen Sattelpunkt, liegt daran, dass die
Ableitung als lineare Funktion an der Nullstelle das Vorzeichen wechselt.

b
f(2)=0 <= 2ax+b=0 < T=—g

Als Funktionswert erhalten wir

(-3) o (=) o (~3)


https://www.youtube.com/watch?v=jsbVtNa5-hg

Beispiel 2. Wir untersuchen die Funktion f(z) = 423 + 3622 — 84x — 400 auf

Extrema. Die moglichen Extremstellen erhalten wir als Nullstellen der Ableitung
f'(z) = 122% + 722 — 84.

Wir bekommen

1202+ 720 —84 =0 < 22 +62—7

6 6\ 2
< 1'172:—5:& (5) +7

<~ T2 = —3+4= —7, 1
Unsere moglichen Extrema liegen also an den Stellen x = —7 und = = 1.

Eine quadratische Funktion mit zwei Nullstellen wechselt an beiden Nullstellen das
Vorzeichen.

Da unsere Ableitung eine solche quadratische Funktion ist, sind unsere beiden be-
rechneten Stellen tatsdchlich die z-Werte zweier Extrema der Funktion f(z).

Wir berechnen
F(=7) =580 und f(1) = —444,
sodass M;(—7/580) das Maximum und Ms(1/—444) das Minimum ist.
Beispiel 3. Wir untersuchen die Punkte mit neutraler Steigung der Funktion
flx) = 2° — 1,22% + 1,52* — 223 + 0,5. Dazu bendtigen wir die Nullstellen der
Ableitung
f'(z) = 62° — 62* + 62° — 62
=62%(2® — 2+ —1)
= 627 (2*(z — 1) + (z — 1))
= 62%(z — 1)(2* + 1)
Jetzt ist f'(x) = 0 wenn einer der Faktoren Null ist. Die Nullstellen von f’(z) sind
also x = 0 und z = 1 mit f(0) = 0,5 und f(1) = —0,2.
Zur Charakterisierung der Punkte (0/0,5) und (1/—0,2) nutzen wir das Vorzeichen-

wechselkriterium:

(0/0,5): Als Wertetabelle um den x-Wert des Punktes (0/0,5) wéhlen wir

x —01 0| 01
F(z) || = —0,07 | 0| ~—0,05

Die Ableitungsfunktion f’(z) wechselt um = = 0 nicht das Vorzeichen, daher handelt
es sich bei (0/0,5) um einen Sattelpunkt.

(1/-0,2): Als Wertetabelle um den x-Wert des Punktes (1/—0,2) wihlen wir

z 09 |1]| 11
f(z) || ~—0,88] 0| ~ 1,60

Die Ableitungsfunktion f’(z) wechselt um = = 0 das Vorzeichen von negativ zu
positiv, daher handelt es sich bei (1/—0,2) um ein Minimum.
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Abbildung 3: Grafik zu Beispiel 3
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f/(.’lig = 62° — 62" 4 62 — 622

VORSICHT

Auch wenn wir hier stets von Extrema und Maximum oder Minimum sprechen,
so muss man sich klar machen, dass es sich nur um lokale Extrema handelt.

Das heif3t: Befindet man sich ”in der Ndhe des Punktes”, dann findet man keine
groferen bzw. kleineren Funktionswerte.

Sieht man sich die Funktion allerdings im Groflen an, so kann es selbstverstéandlich
grofere oder kleinere Funktionswerte geben.

Das sehen wir bereits bei den Graphen ganzrationaler Funktion fiir betragsmifig
grofle x-Werte.

2.3 Anwendung: Charakterisierung ganzrationaler Funktionen dritten
Grades

Wir nutzen das Erarbeitete nun, um die ganzrationalen Funktionen vom Grad 3
zu charakterisieren. Die Ableitung einer Funktion dritten Grades ist immer eine
quadratische Funktion.

Fiir die Ableitung gilt damit:
1) Sie hat entweder zwei Nullstellen (mit Vorzeichenwechsel)
2) oder sie hat eine Nullstelle (ohne Vorzeichenwechsel)

3) oder sie hat keine Nullstelle.



Fiir die Funktion dritten Grades bedeutet das dann:

1) Sie hat zwei Extrema, siche auch Beispiel 1a)
2) oder sie hat einen Sattelpunkt

3) oder sie hat keine neutrale Stelle.

Wir fassen zusammen: Der Graph einer ganzrationalen Funktion dritten Grades hat
entweder zwei Extrema, fi(z), oder einen Sattelpunkt, f>(x), oder kein Extremum,
f3(z).

Nehmen wir an, dass der Leitkoeffizient positiv ist, dann kann eine solche Funktion
dritten Grades einen der qualitativen Verldufe aus Abb. 4 haben.

Indem wir die Funktionen f;(z), fo(z) und f3(z) nach oben oder unten verschieben,
sehen wir, dass die Funktionen die folgende Anzahl an Nullstellen haben kénnen.

e Eine Funktion mit dem typischen Verlauf von fi(x) kann entweder eine, zwei
oder drei Nullstellen haben.

e Eine Funktion mit dem typischen Verlauf von fy(x) oder f3(x) hat immer genau
eine Nullstelle.

Abbildung 4: Typischer Verlauf der Graphen ganzrationaler Funktionen dritten Gra-
des (hier: fi(z) = 423 =8z +x+2, fo(z) = 23 —322+3x—4, f3(x) = 223 +42?+5x+4)




3 Punkte mit maximaler oder minimaler Steigung / Wen-
depunkte

Als néchstes sehen wir uns die Punkte an, wo die Steigung einer Funktion f(x) am
grofften oder am kleinsten ist. Diese Punkte heilen Wendepunkte.

3.1 Charakterisierung der Wendepunkte

Wir wissen, dass die Steigung durch die Ableitungsfunktion f’(x) beschrieben wird.
Die Wendepunkte von f(z) sind also die sind also die Extrema von f'(x).

Potentielle Kandidaten fiir Wendepunkte bekommen wir also, indem wir zunéchst
nach Nullstellen der zweiten Ableitung von f(z) suchen.

Das Vorzeichenwechselkriterium fiir Extrema liefert uns direkt ein Kriterium, mit
dem wir anschliefend die tatsédchlichen Wendepunkte herausfinden:

Das Vorzeichenwechselkriterium zur Bestimmung der Wendepunkte
von f(z)

Hat die zweite Ableitung f”(x) eine Nullstelle in x = z(, dann ist der Punkt
(zo/f(20)) ein Wendepunkt von f(z), wenn f”(z) an der Stelle z = zy das
Vorzeichen wechselt.

Beispiel 4. Im Beispiel aus Abb. 1 haben wir in Abb. 5 die zweite Ableitung f”(z)
ergénzt. Hier erkennt man sehr gut den Zusammenhang

Wendepunkte von f(z) «— Extrema von f'(z) <— Nullstellen von f”(z)

3.2 Die Kriimmung

Die zweite Ableitung einer Funktion beschreibt die Anderung der Steigung einer
Funktion.

Die Anderung der Steigung macht sich im Funktionsgraphen von f(z) als Kriimmung
bemerkbar. Diesen Zusammenhang sieht man gut in Abb. 5:

e Ist f’(x) < 0, dann fallt die Steigung von f(z) und der Graph ist rechtsge-
kriimmt.

e Ist f’(x) > 0, dann steigt die Steigung von f(x) und der Graph ist linksge-
kriimmt.

e In den Wendepunkten éndert sich das Kriimmungsverhalten des Graphen von
f(z): eine Linkskurve geht in eine Rechtskurve iiber oder umgekehrt.
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Niitzliche Folgerungen

. In einem Extremum der Funktion f(x) &ndert sich die Kriimmungsrichtung
nicht. Das ist insbesondere dann er Fall, wenn in diesem Punkt die zweite
Ableitung entweder positiv oder negativ ist.

. Sattelpunkte sind spezielle Wendepunkte, ndmlich die, mit neutraler Steigung.
Die z-Werte der Sattelpunkte sind also Nullstellen der ersten und zweiten Ab-
leitung.

. Mit 1. hat man jetzt folgendes Kriterium zur Charakterisierung von Extrema:

Ist f'(z0) = 0 und f"(xo) # 0, dann ist (zo/f(x0)) ein Extremum.

Dabei handelt es sich um ein Maximum, wenn f”(zg) < 0, und um ein Mini-
mum, wenn f”(zq) > 0.

. Da die Wendepunkte die Extrema der Ableitung sind, gilt ganz dhnlich:

Ist f"(z0) = 0 und f"(zo) # 0, dann ist (zo/f (o)) ein Wendepunkt.




VORSICHT

e Die Punkte 1. bis 3. bedeuten nicht, dass Punkte mit f'(z) = 0 und f”(x) =
0 keine Extrema sein kénnen!
Bsp: f(z) = x* hat an der Stelle x = 0 ein Minimum, obwohl f’(0) =
1"(0) = 0.

e Ebenso bedeutet Punkt 4. nicht, dass Punkte mit f”(z) = 0 und f"(z) =0
keine Wendepunkte sein kénnen!

Bsp.: f(z) = 2° + x hat an der Stelle = 0 einen Wendepunkt, obwohl
f7(0) = f"(0) = 0 ist.
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