Frank Klinker

Grundlagen der analytischen Geometrie

Teil 3: Ebenen im Raum

1 Parameterdarstellung einer Ebene im Raum

Ahnlich, wie wir die Geraden im Raum geometrisch charakterisiert haben, konnen
wir das auch fiir Ebenen machen:

(i) Eine Ebene ist durch die Angabe von zwei Geraden, die sich in einem Punkt
schneiden, bestimmt.

(ii) Eine Ebene ist durch die Angabe von drei Punkten bestimmt, die nicht auf
einer gemeinsamen Geraden liegen.

Wir formulieren Punkt (i) ein wenig um, indem wir verwenden, was wir bereits
kennen:

(i’) Eine Ebene ist durch die Angabe eines Punktes und zwei Richtungsvektoren,
die nicht kollinear sind, bestimmt.

1.1 Die Parameterdarstellung

Wir starten mit (i’) und nehmen an, dass wir einen Punkt A und zwei Richtungsvek-
toren v und w gegeben haben. Diese spannen eine Ebene auf. Den Aufpunktvektor
07% eines beliebigen Punktes P der Ebene erhalten wir nun, indem wir

_>
1. vom Ursprung mit Hilfe des Aufpunktvektors 0A zum gegebenen Punkt A gehen
und dann

2. a) ein festes Stiick in Richtung ¢’ gehen und dann

b) ein festes Stiick in Richtung @ gehen, bis wir den Punkt P erreicht haben.

Den zugehorigen Vektor, der uns von A zu P bringt, erhalten wir, indem wir
U mit einer geeigneten Zahl ¢ multiplizieren, @ mit einer geeigneten Zahl s
multiplizieren und dann beide Vektoren addieren.

Zusammengefasst haben wir also
_>
0P = 0A + 17 + 51

Andern wir nun die Zahlen ¢ und s, dann erreichen wir andere Punkte der Ebene.

Damit haben wir auch bereits eine Beschreibung der Ebene, die uns interessiert:
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Parameterdarstellung einer Ebene

Eine Ebene &, die durch einen Punkt A und zwei Richtungen o, @ definiert ist,
besitzt die Parameterdarstellung

%
E: Z(t;s) =0A+ v+ s

Dabei erlauben die Parameter ¢ und s, dass wir alle Punkte der Ebene erreichen,
wenn wir sie variieren.

Beispiel 1. Die Ebene £ ist durch den Punkt A(1/1/4) und die Richtung ¢ =
2 0

1 | und @ = [ 1] geben. Dann ist
-3 1
1 2 0
Zt;s) =1+t 1 | +s|1
4 -3 1
die Parameterdarstellung von £.
Fiir t =1, s = —1 haben wir etwa
1 2 0 1+2-0 3
ZL-)=11]+1- 11 |]+(-D)-|1]=[1+1-1|=[1
4 -3 1 4-3-1 0

sodass der Punkt (3/1/0) auf der Ebene liegt.

Firt =3, s= 4 ist

N, (2 5 (0 1+1+0 2
#(:8) =11 N RN RS I+:+2|=(3],
4 -3 1 4—s+3 4

sodass der Punkt (2/3/4) auf der Ebene liegt.

Wenden wir uns der Situation (ii) zu, in der eine Gerade £ durch drei Punkte A, B
und C gegeben ist. Diesen Fall fithrt man sehr einfach auf den Fall (i) zuriick:

Ist eine Ebene durch drei Punkte A, B und C gegeben, dann wahlt man einen der
drei Punkte als Aufpunkt der Geraden und als Richtungsvektoren nutzt man zwei
der drei moglichen Verbindungsvektoren.

Wahlen wir etwa A als Aufpunkt und 1@ und 1@ als Richtungsvektoren, dann
ist eine Parameterform der Ebene durch

f(t;s):o_furt-@Jrs-ﬁ.

Bemerkung 2. In der obigen Konstruktion sieht man bereits, dass die Parameter-
form einer Ebene nicht eindeutig ist. Es gibt sehr viele verschiedene Parameterfor-
men der selben Ebene.

Im Gegensatz zu der dhnlichen Situation bei Geraden, ist es oft nicht so einfach zu
sehen, ob zwei Parameterformen die selbe Ebene beschreiben.
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Beispiel 3. Unsere Ebene £ ist durch die Punkte A(1/0/1), B(2/ — 2/1) und
C(4/1/ — 3) gegeben. Die drei verschiedenen Richtungsvektoren sind!

2—1 1 4—1 3
AB=|-2-0|=(-2], a¢=|1-0 | =1
1-1 0 -3—-1 —4
und
4—2 2
und BC = 1-(-2)]=|{ 3
—-3—-1 —4

Abgesehen von der Wahl des Aufpunktes, den wir mit A fest wéhlen, erhalten wir
ausgehend von den drei gegebenen Punkten bereits drei mogliche Parameterdarstel-
lungen von &:

+t|-2|+s| 1],

+tl -2 +s| 3 |,

+t| 1 | +s| 3
—4 —4

8
—~
\‘OF
w
S—
I
—_ O = = O R = O

Eine weitere Parameterform der gleichen Geraden ergibt sich zu

5 4 -5
z(t,s)=| -1 +t|—-1]+s|—4
-3 —4 8

Wenn man auch bei den ersten drei Parameterdarstellungen noch ein Gefiihl dafiir
bekommen kann, dass die beschriebene Ebene jeweils die gesuchte ist, dann sieht
man das bei der vierten sicher nicht mehr ”auf einem Blick”.

Die Begriindung fiir die Frage, ob die letzte Parameterdarstellung tatsdchlich die
Ebene &£ beschreibt folgt im néchsten Abschnitt in Bemerkung 5.

1.2 Liegt ein Punkt auf einer Ebene? (1)

Wir wollen tiberpriifen, ob ein Punkt () auf einer Ebene liegt, die in Parameterdar-
stellung vorliegt.

Ist die Parameterdarstellung

H
#(t;s) = 0A + i + s,

!Drei Punkte liegen genau dann nicht auf einer gemeinsamen Geraden, wenn ihre drei Verbin-
dungsvektoren nicht kollinear sind. Das ist hier der Fall.
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dann liegt der Punkt @) liegt genau dann auf der Ebene, wenn wir zwei Parame-
terwert s und ¢ finden, so dass

—
@ = 0A+t017+ 50117

gilt.

Wir untersuchen das an der Ebene und den Punkten aus Beispiel 3 des letzten
Abschnitts:

Beispiel 4. Die Ebene £ ist gegeben durch

5) 4 -5
x(t,s)=| -1 +t|—-1]+s|—4
-3 —4 8

a) Liegt der Punkt A(1/0/1) auf der Ebene £7

Dazu suchen wir zwei Parameterwerte s, t, sodass

1 5 4 -5
o) =(-1]+t|-1]+s|—4
1 -3 —4 8

Wir schreiben das komponentenweise und erhalten

1=5+t-44s-(=5H) | —5
O=—-1+t-(-1)+s-(—4) |+1
1=-3+t-(—4)+s-8 | +3
—4 =4t — 5s
1 =—t—4s | -4
4 = —4t + 8s
—4 =4t — 5s
4 = —4t — 16s
4 = —4t — 16s
—4 =4t — 5s
0=—21s (I+11)
0=0 (I —11I1)
aus 11 : 0=s

s=0inl: -4=4t—-5-0 <= —-1=1

Das Ergebnis des LGS ist s = 0 und ¢ = —1. Damit gibt es die gesuchten
Parameterwerte und der Punkt A liegt auf der Ebene.

b) Liegt der Punkt B(2/ — 2/1) auf der Ebene £?
Wieder suchen wir zwei Parameterwerte s, t, sodass
2 5 4 -5

2| =1 +t|-1]+s|-4
1 -3 —4 8



Auch hier schreiben wir das komponentenweise:

2=5+t-4+s-(-hH) |—5
—2=—14+t-(-1)+s-(—4) |+1
1=-3+t-(—4)+s-8 | +3
—3 =4t —5s
—1=—t—14s | -4
4 = —41 + 8s
—3 =4t — bs
—4 = —4t — 16s
4 = —4t — 16s
—3 =4t — 5s
—7 = -21s (I +11)
0= (11 —11I1)
aus 11 3=5
S:%IBI —3:4t—5~%<:>—%:t
Als Ergebnis erhalten wir s = % und t = —%. Damit gibt es die gesuchten

Parameterwerte und der Punkt B liegt auf der Ebene.
c) Liegt der Punkt C'(4/1/ — 3) auf der Ebene £7
Und wieder suchen wir zwei Parameterwerte s, ¢, sodass

4 5 4 -5
1| =-1]+t|{-1|+s|—4
-3 -3 —4 8

und schreiben das komponentenweise:

4=5+t-4+s-(-H) | =5
l==1+t-(-1)+s-(—4) |+ 1
—3=-3+1t-(—4)+s-8 | +3
—1 =4t —b5s
2=—t—4s |- 4
0 = —4t + 8s
—1 =4t — 5s
8 = —4t — 165
0 = —4t — 16s
—1 =4t — 5s
7= -2ls (I+11)
0=0 (11 —11I1)
aus I1 : —%:s
s=—zinl: —1=4t—-5-(—3) < —2=t
Als Ergebnis erhalten wir s = —% und t = —%. Damit gibt es die gesuchten

Parameterwerte und der Punkt C liegt auf der Ebene.

Bemerkung 5. In vorigen Beispiel 4 liegen alle Punkte A, B und C' auf der Ebene
£. Deshalb muss £ mit der Ebene, die durch A,B und C' aufgespannt wird iiberein-
stimmen. Das beantwortet auch die Frage am Schluss von Beispiel 3.
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Wir schliefen mit zwei Beispielen, wo der Punkt nicht auf der fraglichen Ebene liegt

2 8 0
Beispiel 6. a) P(2/2/4), & :Z(s,t)=|1] +t|-2] +s|4
0 1 1
Wir suchen zwei Parameterwerte s, ¢, sodass
2 2 8 0
21l =11+t -2|+s|4
4 0 1 1

Komponentenweise geschrieben ist das:
2=241-8+s-0 | —2

2=14+t-(-2)+s-4 |—1
4=0+1t-14s-1

0 =8t

1=-2t+4s

4=t+s
aus [ : 0=t

t=0inll: 1=0+4s — = =35

=

Die Probe in der verbleibenden Gleichung III gibt 4 = 0+ }l und zeigt, dass die
gefundenen Parameterwerte das LGS nicht 16sen . Damit gibt es die gesuchten
Parameterwerte nicht und der Punkt P liegt nicht auf der Ebene.

2 4 1
b) R(2/9/5), € :Z(s,t) = |0 | +t| 2| +s|4
2 1 1
Wir suchen zwei Parameterwerte s, ¢, sodass
2 2 4 1
91 =10+t -2|+s|4
5 2 1 1

Komponentenweise geschrieben ist das:

2=2+4+1t-4+5s-1 | —2
9=0+t-(—-2)+s-4
5=24+t-1+s-1 | —2
0=4t+s

9=—-2t+4s |- 2
J=t+s | -4
0=4t+s

18 = —4t + 8s

12 =4t + 4s

0=4t+s

18 = 9s (I+11)
12 = 3s (11 —1)

aus 11 : 2=s
aus I[I]: 4=s



An dieser Stelle liefert das LGS bereits eine widerspriichliche Losung. Damit
gibt es die gesuchten Parameterwerte nicht und der Punkt R liegt nicht auf der
Ebene.

2 Koordinatendarstellung einer Ebene im Raum

Wir stellen hier eine zweite Beschreibung einer Ebene im Raum vor: die Koordi-
natendarstellung. Diese ergibt sich aus der Parameterdarstellung, indem man ”die
Parameter entfernt”.

Wir werden hier exemplarisch vorgehen. Eine systematischer Untersuchung zeigt,
dass auch die Koordinatendarstellung niitzliche, geometrische Interpretation hat.
Diese Untersuchung verschieben wir jedoch auf einen spéteren Zeitpunkt.

2.1 Die Koordinatendarstellung

Bemerkung 7. Dieser Abschnitt dient eher der Vollstandigkeit. Wir werden die
Koordinatendarstellung spéter nochmal kennenlernen und auch deren geometrische
Bedeutung untersuchen.

—

Wenn eine Ebene in Parameterdarstellung Z(s; t) = 0A+tv+sw mit A = (a1 /as/a3),
1 w1

U= | vy | und W= | we | gegeben ist, dann lassen sich alle Punkte P(z/y/z) der
V3 ws

Ebene mit Hilfe der Gleichungen

T =a; + vt +w;s
Y = Qo + Vot 4+ wos
z = ag + v3t + wss

beschreiben. Um die Koordinatendarstellung der Ebene zu erhalten geht man
wie folgt vor:

e Lose einer der Gleichungen nach s auf
e Setze das FErgebnis dann in die beiden anderen Gleichungen ein
e Nimm eine der beiden erhaltenen Gleichungen und l6se sie nach ¢ auf

e Setze das Ergebnis in die verbleibende Gleichung ein

(hier darf man die Rollen von s und ¢ vertauschen)

Die Koordinatendarstellung einer Ebene

Das Resultat ist des obigen Algorithmus ist eine Gleichung, in der die Parameter
nicht mehr vorkommen, sondern die Variablen x,y und z. Sie hat die Form

a-r+b-y+c-z=d




mit vier Zahlen a, b, ¢, d.

Die Koordinatenform ist nicht eindeutig: Wenn man eine Koordinatenform hat,
dann kann man beide Seiten der Gleichung mit der gleichen Zahl multiplizieren
oder durch die gleiche Zahl teilen und man erhilt eine weitere Koordinatendar-
stellung zur selben Ebene.

Wir fiithren das an drei Beispielen durch:

1 2 0
Beispiel 8. a) Z(t;s)= 1]+t 1 | +s[1
4 -3 1

Die drei Gleichungen lauten

r=1+2t
y=1+t+s
z=4—3t+s

— Wir I6sen die zweite Gleichung nach s auf:
s=y—1-—t

— Das setzen wir in die beiden anderen Gleichungen ein (wobei die erste bereits
gar kein s enthélt):

r=1+2t
2=4-3t+(y—-1—-t)=4-3t+y—1—-t=y+3—4t

— Jetzt 16sen wir die erste der beiden Gleichungen nach ¢ auf:
(=3 -1)
— Das setzen wir in die verbleibende Gleichung ein:
z=y+3—-4-J(z—-1)=y+3—-20+2=y—20+5

Sortieren wir das etwas um, dann erhalten wir eine Koordinatenform der Ebene:

20 —y+2=95.
1 3 2
b) Z(t;s)= 0|+t 1 | +s| 3
1 —4 —4
Die drei Gleichungen lauten
r=1+3t+2s
y=1t+3s
z=1—-4t —4s



Wir 16sen die zweite Gleichung nach ¢ auf:
t=y—3s
— Das setzen wir in die beiden anderen Gleichungen ein:

r=143y—3s)+2s=14+3y—9s+2s=3y+1—"7Ts
z=1—4(y—3s) —4s=1—4y+12s —4s = —4y + 1 + 8s

Jetzt 16sen wir die erste der beiden Gleichungen nach s auf:
s=2By—x+1)
— Das setzen wir in die verbleibende Gleichung ein:
p=—dy+1+8-1By—z+1)=—-dy+1+Zy—S2x+8=-Sr—y4 L
Sortieren wir das etwas um, dann erhalten wir eine Koordinatenform der Ebene:
o dyba= b
Multiplizieren wir noch mit 7, dann werden wir auch die Briiche wieder los:

8r+4y+72=15.

) 4 )
c) Z(s;t)=|—-1]|+t| -1 +s|—4
-3 —4 8

T =95+4t—5s

y=—-1—t—4s
z =—3—4t + 8s

— Wir 16sen die zweite Gleichung nach ¢ auf:
t=—-1—-y—4s
— Das setzen wir in die beiden anderen Gleichungen ein:
r=5+4(—-1—y—4s)—bs=5—4—4y — 16s —4s = -4y + 1 — 21s
z2=—-3—-4(-1—-y—4s)+8s=—-3+4+4y+16s+8s =4y + 1+ 24s
— Jetzt 16sen wir die zweite der beiden Gleichungen nach s auf:
s=q(z—4dy—1)
— Das setzen wir in die verbleibende Gleichung ein:
r=—dy+1-21-L(z—dy—-1)=—-dy+1-ITe+Iy4+I=—1y_I,4 1
Sortieren wir das etwas um, dann erhalten wir eine Koordinatenform der Ebene:
T+ %y + %z = %5 .
Hier multiplizieren wir noch mit 8, um die Briiche loszuwerden und erhalten
8r+4y+72z=15.

Dass die Ebenen b) und c¢) die gleichen sind, wissen wir bereits aus Beispiel 3 und
Bemerkung 5.



2.2 Liegt ein Punkt auf einer Ebene? (2)

Wenn eine Ebene in Koordinatendarstellung vorliegt, ist die Untersuchung, ob ein
Punkt auf der Ebene liegt, extrem einfach: Wir setzen den Punkt in die Gleichung
ein und iiberpriifen, ob das Ergebnis wahr oder falsch ist.

Beispiel 9.  a) Liegt P(—14/8/40) auf der Ebene 2z —y + z = 57

Einsetzen gibt
2. (-14)—8+440=5 <= 4=5.

Da das Ergebnis falsch ist, liegt P nicht auf der Ebene.

b) Liegt Q(7/ — 8/ — 17) auf der Ebene 2x —y + z = 57

Einsetzen gibt
2.-7T—(-8)4+(—-17)=5 < 5=5.

Da das Ergebnis wahr ist, liegt () auf der Ebene.

c) Liegt A(5/ — 1/ — 3) auf der Ebene 8z + 4y + 7z = 157
Einsetzen gibt

8-54+4-(-1)4+7-(-3)=15 < 15=15.
Da das Ergebnis wahr ist, liegt A auf der Ebene.

d) Liegt B(1/ —2/1) auf der Ebene 8z + 4y + 7z = 157
Einsetzen gibt

8- 1+4+4-(=2)+7-1=15 < 7=15.

Da das Ergebnis falsch ist, liegt B nicht auf der Ebene.
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