Frank Klinker

Grundlagen der analytischen Geometrie

Teil 4: Koordinatenachsen, Koordinatenebenen, Spurpunkte und Spurgeraden

1 Die Koordinatenachsen und die Koordinatenebenen

Die Koordinatenachsen sind Geraden. Die Punkte, die auf einer Koordinatenachse
liegen kann man auf zwei Arten beschreiben:

e Die x-Achse enthilt alle Punkte deren y- und z-Komponenten Null sind:
{(a/0/0) | a eine beliebige Zahl}
Als Gerade verlduft die z-Achse durch den Punkt (0/0/0) und hat die Richtung
i (o

0

Analog erhélt man fiir die y-Achse und die z-Achse:

e Die y-Achse:

{(0/b/0) } b eine beliebige Zahl }
0

e Die z-Achse:

{(0/0/c) | ¢ eine beliebige Zahl}
0

Die Koordinatenebenen sind Ebenen. Die Punkte, die auf einer Koordinatenebene
liegen kann man auf zwei Arten beschreiben:
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e Die xy-Ebene enthilt alle Punkte deren z-Komponente Null ist:
{(a/b/0) | a,b beliebige Zahlen}

Als Ebene verlduft die zy-Ebene durch den Punkt (0/0/0) und hat die Rich-

1 0
tungsvektoren ¢j = [0 | und vy = | 1| (die Richtungen der z- und der y-
0 0
Achse):
1 1
Z(t,s) =t (0] +s|0
0 0

Analog erhélt man fiir die zz-Ebene und die yz-Ebene:

e Die xz-Ebene:

{(a/0/c) | a,c beliebige Zahlen}

1 0
Z(t,s)=t|0] +s|0
0 1

e Die yz-Ebene:
{(0/b/c) ’ b, ¢ beliebige Zahlen }

0 0
Z(t,s)=t|1] +s]0
0 1

2 Die Schnitte einer Geraden mit den Koordinatenebenen

Eine typische Gerade schneidet alle Koordinatenebenen. Die zugehorigen Punkte
nennt man auch die Spurpunkte der Gerade.

Wenn eine Gerade eine Koordinatenebene nicht schneidet, dann bedeutet das, dass
sie parallel zu dieser ist.

Das Vorgehen zur Bestimmung der Spurpunkte einer Geraden ist stets dhnlich. Wir
fithren die Berechnung der Spurpunkte an zwei Beispielen durch:

4 2
Beispiel 1. Die Spurpunkte der Geraden Z(t) = [ 1 | +¢ | 1
3 2

e Der Spurpunkt in der xy-Ebene hat die Eigenschaft, dass seine z-Komponente
Null sein muss. Deshalb setzen wir die z-Komponente der Geraden gleich Null
und bestimmen den zugehorigen Parameter ¢:

0=34+2t <= t=-1,5
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Diesen setzen wir nun in Z(t) ein und erhalten den Ortsvektor des gesuchten
Spurpunktes:

4 2 1
#-15)= 1] -15[1]=[-05
3 2 0

Der Spurpunkt ist also (1/—0,5/0).

e Fiir den Spurpunkt in der xz-Ebene muss die y-Komponente Null sein. Des-
halb setzen wir jetzt die y-Komponente der Geraden gleich Null und setzen den
erhaltenen Parameter ¢ in Z(t) ein:

O0=1+t <= t=-1

4 2 2
3 2 1

Der Spurpunkt ist also (2/0/1).

e Analog setzten wir fiir den Spurpunkt in der yz-Ebene die z-Komponente der
Geraden gleich Null und berechnen mit dem erhaltenen Parameter schliefSlich
den Spurpunkt:

0=442t <= t=-2

4 2 0
F—2)=(1]-2[1]=[-1
3 2 -1
Der Spurpunkt ist also (0/—1/—1).
—2 0
Beispiel 2. Die Spurpunkte der Geraden Z(t) = [ 4 | +t | —3
-8 2

e Der Spurpunkt in der zy-Ebene (z-Komponente Null setzen):

0=-8—-2t < t=-4

—2 0 —2
F—4)y =4 ]|-4(-3]=116
-8 —2 0

Der Spurpunkt in der zy-Ebene ist also (—2/16/0).

e Der Spurpunkt in der zz-Ebene (y-Komponente Null setzen):

4
0=4-3t <= t=-

3
(o) (5 (o
ol 3\ I

Der Spurpunkt in der zz-Ebene ist also ( —2/0/—22).
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e Der Spurpunkt in der yz-Ebene (z-Komponente Null setzen):
0=-2

Das besitzt keine Losung, also gibt es diesen Spurpunkt nicht und die Gerade
ist parallel zur yz-Ebene.

3 Die Schnitte einer Ebene mit den Koordinatenachsen

Eine typische Ebene schneidet alle Koordinatenachsen. Die zugehorigen Punkte
nennt man auch die Spurpunkte der Ebene.

Wenn eine Ebene eine Koordinatenachse nicht schneidet, dann bedeutet das, dass
sie parallel zu dieser ist.

Auch das Vorgehen zur Bestimmung der Spurpunkte einer Ebene ist immer dhnlich.
Wir fithren die Berechnung der Spurpunkte an zwei Beispielen durch:

4 2 —1
Beispiel 3. Die Spurpunkte der Ebene Z(t,s) = | 1| +¢t (1| +s [ —1
2 1 4

e Der Spurpunkt mit der z-Achse hat die Eigenschaft, dass die y-Komponente
und die z-Komponente Null sein muss. Deshalb setzen wir die y- und die z-
Komponente der Ebene gleich Null und bestimmen die zugehtrigen Parameter
t,s:

O0=1+t—s — —1=t-s — —1=t—s — —12=t
0=2+1t+4s —2=t+4s —1=>5s —02=s

Diese setzen wir nun in Z(t,s) ein und erhalten den Ortsvektor des gesuchten
Spurpunktes:

4 2 ~1 1.8
#(-12;-02)= 1] —12[1]-02|-1|=1 0
2 1 4 0

Der Spurpunkt mit der z-Achse ist also (1,8/0/0).

e Fiir den Spurpunkt mit der y-Achse miissen die x- und z-Komponenten Null
sein. Deshalb setzen wir jetzt diese beiden Komponenten der Ebene gleich Null
und setzen die erhaltenen Parameter ¢, s in Z(¢, s) ein:

0=44+2t—s — —4=2t—s — —4=2t—s — 2=t
0=2+t+4s —4 =2t +8s 0=09s 0=s

4 2 ~1 0
#(=200=[1]-2|1]+0[-1]=[-1
2 1 4 0

Der Spurpunkt mit der y-Achse ist also (0/—1/0).
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e Analog setzten wir fiir den Spurpunkt mit der z-Achse die z- und y-Komponente
der Ebene gleich Null und berechnen mit dem erhaltenen Parameter schliellich
den Spurpunkt: (¢, s) ein:

0=4+2t-s — —4=2t—5 —4=2t—5s — —2=s
O=1+1t-s —1l=t-s —3=1 —3=t
2 0
F(—3;-2) = ~31 0
1 3
Der Spurpunkt mit der z-Achse ist also (0/0/
2 4
Beispiel 4. Die Spurpunkte der Ebene Z(t, s) = 2 +t|1]+s| 2
-2 1 —2

e Der Spurpunkt mit der z-Achse (y- und z-Komponente Null setzten)

0=2+4+1t4+2s — —2=1t+2s — —2=1t+4+2s — 0=t
0=—-2+t—2s 2=1t—2s —4 = 4s —1=s

6 2 4 2
20; - =2 |+o0(1]-[2]=]o0
) 1 —2 0

Der Spurpunkt mit der z-Achse ist also (2/0/0).

e Der Spurpunkt mit der y-Achse (2- und z-Komponente Null setzten)

0=6+2t+4s — —3=1t+2s —3=t+2s —-1,25 =5
0=-2+4+1t-2s 2=1-2s —-1=2t —0,0=1

6 2 4 0
#(—05:-125)=| 2 | —0o5 (1] =125 2 | = -1
—2 1 —2 0

Der Spurpunkt mit der y-Achse ist also (0/—1/0).

e Der Spurpunkt mit der z-Achse (z- und y-Komponente Null setzten)

0=6+2t+4s —3=1t+12s —2=1t+42s
0=2+1+2s 2=1+42s 5=10

Dieses Gleichungssystem hat keine Losung. Deshalb gibt es diesen Spurpunkt
nicht und die Ebene liegt parallel zur z-Achse.

4 Die Schnitte einer Ebene mit den Koordinatenebenen

Eine typische Ebene schneidet alle Koordinatenebenen. Die zugehorigen Schnitte
sind Geraden und mann nennt sie die Spurgeraden der Ebene.

Wenn eine Ebene eine Koordinatenebene nicht schneidet, dann bedeutet das, dass
sie parallel zu dieser ist.

Das Vorgehen zur Bestimmung der Spurgeraden einer Ebene ist immer dhnlich.
Deshalb fithren die wir die Berechnung auch hier an zwei Beispielen durch:
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4 2 -1
Beispiel 5. Die Spurgeraden der Ebene Z(t,s) = [ 1 | +¢ 1] +s | —1
2 1 4

e Die Spurgerade in der zy-Ebene hat die Eigenschaft, dass die z-Komponente
Null sein muss. Deshalb setzen wir die z-Komponente der Ebene gleich Null
und bestimmen eine Abhéngigkeit der Parameter ¢ und s:

0=2+t+4s < t = -2 —14s

Diese Beziehung setzen wir nun fiir ¢ in Z(¢, s) ein und erhalten die Parameter-
form der gesuchten Spurgeraden:

4 2 -1 0 -9
F(—2—4ds;s)= 1|+ (—2—-4s) | 1| +s|-1|=|-1|+s|->
2 1 4 0 0

Eine Parameterform der Spurgeraden in der xy-Ebene ist damit

0 -9
Zt)=|-1|+t[->5
0 0

e Fiir die Spurgerade in der xz-Ebene muss die y-Komponenten Null sein. Des-
halb setzen wir jetzt diese Komponente der Ebene gleich Null und setzen die
erhaltenen Beziehung zwischen den Parametern ¢ und s in Z(t, s) ein:

O0=14+t—5 <<= s=1+t

4 2 —1 3 1
Ftl+t)=(1]+t{1|+Q+t)| -1 =10|+¢]0
2 1 4 6 5
Eine Parameterform der Spurgeraden mit der zz-Ebene ist
3 1
Zty=(0]+t]o
6 5

e Analog setzten wir fiir die Spurgeraden mit der yz-Ebene die xz-Komponente der
Ebene gleich Null und berechnen mit dem erhaltenen Beziehung schliefflich die
Spurgerade Z(t, s) ein:

0=44+2t—s < s=4+2t

4 2 -1 0 0
Fta+2)= 1|+t |1 |+@+20) | -1 =(-3])+t[-1
2 1 4 18 9
Eine Parameterform der Spurgeraden mit der yz-Ebene ist
0 0
Zt)=-3]+¢t| -1
18 9



2 0 0
Beispiel 6. Die Spurgeraden der Ebene Z(t,s) = | =3 | +¢| 1 | +s| 2
4 -2 2

e Die Spurgerade in der xy-Ebene (2-Komponente Null setzen)

0=4—-2t+25s «<— t=2+s

2 0 0 2 0
F2+s8)=1-3|+2+s)[ 1 |+s[2]=|-1]+s]3
4 —2 2 0 0

Eine Parameterform der Spurgeraden in der xy-Ebene ist damit

2 0
#t)=[-1|+¢t|3
0 0

e Die Spurgerade in der xz-Ebene (y-Komponente Null setzen)

0= —-3+t+2s5s < t=3—2s

2 0 0 2 0
Z2+ss)=|-31+B—-2s)| 1 | +s|2]=|0|+s|0
4 -2 2 -2 6

Eine Parameterform der Spurgeraden in der xy-Ebene ist damit

2 0
Zty=| 0 |+¢t]o0
—2 6

e Die Spurgerade in der yz-Ebene (z-Komponente Null setzen)
0=2

Diese Gleichung ist nicht 16sbar. Das heifit, die gesuchte Spurgerade existiert
nicht und unsere Ausgangsebene ist parallel zur yz-Ebene.
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