Frank Klinker

Grundlagen der analytischen Geometrie

Teil 7: Normal- oder Koordinatenform einer Ebene und Abstiande

1 Die Normal- oder Koordinatenform einer Ebene

Zur Herleitung der Normal- oder Koordinatenform einer Ebene sehen wir uns die
Abbildung 1 an. Hierin nutzen wir die folgenden Bezeichnungen:

o A: Aufpunkt der Ebene mit Ortsvektor a = (774

e ¢ und w: Richtungsvektoren der Ebene

e 7i: Normalenvektor der Ebene (z. B. 77 = ¢ X )

e P: ein weiterer (beliebiger) Punkt der Ebene mit Ortsvektor ¥ = 0P

e ¥ — d: Vektor von A nach P innerhalb der Ebene

Abbildung 1: Skizze zur Normalform einer Ebene
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Normalenform einer Ebene

Sind bei einer Ebene ein Aufpunktvektor @ und ein Normalenvektor 7 gegeben
und ist P ein weiterer Punkt mit Ortsvektor & = 0-}%, dann ist @ — a senkrecht zu

—

n.

Ist umgekehrt ¥ ein Ortsvektor und steht ¥ — @ senkrecht auf 77, dann liegt der zu
Z gehorige Endpunkt auf der Ebene.

Das heifit, dass alle Punkte der Ebene sich genau durch die Gleichung 7i- (¥ —a) = 0
berechnen lassen, oder

n-r=mn-a

a
Schreiben wir den Normalenvektor in der Form 7 = | b | und den Aufpunkt als
x
(p1/p2/p3) sowie Z = | y |, dann gilt
z
n-r=mn-a
a x a D1
= |b]-y|=10]" |p
c z c D3

< ar+ by + cz = ap; + bpy + cps3

Wir kiirzen die rechte Seite ab und schreiben dafiir d = ap; + bps + ¢p3. Dann haben
wir die

Koordinatenform einer Ebene

sind a, b, c und d Zahlen, dann liegen alle Punkte (z/y/z) mit

ar +by+cz=d

auf einer Ebene.

a

e Ein Normalenvektor dieser Ebene ist durch | b | gegeben.
c

e Spezielle Punkte der Ebene erhilt man z. B. als (£/0/0), (0/4/0) oder
(0/0/%)
Achtung: Den jeweiligen Punkt gibt es nur, wenn a, b oder ¢ nicht Null

sind. Dann sind das genau die Durchstopunkte der Koordinatenachsen
durch die Ebene!




Bemerkung 1. 1. Die Normalform und die Koordinatenform sind im Wesentlichen
gleich, da man sie direkt ineinander iiberfithren kann, siehe oben.

2. Die Normalenform einer Ebene ist nicht eindeutig, da man den Aufpunkt beliebig
wéhlen kann und den Normalenvektor mit einer beliebigen Zahl (aufier Null!)
multiplizieren kann.

3. Die Koordinatenform einer Ebene ist nicht eindeutig, da man die gesamte Glei-
chung mit einer festen Zahl multiplizieren kann.

4. Mit der Koordinatendarstellung lassen sich sehr einfach die DurchstoSpunkte der
Koordinatenachsen bestimmen, siehe oben.

5. Beide Darstellungsformen sind wesentlich kompakter, als die Parameterform ei-
ner Ebene.

6. Mit Hilfe der Koordinatendarstellung einer Ebene ldasst ich denkbar einfach
priifen, ob ein Punkt auf dieser Ebene liegt.

Dazu muss man die Koordinaten des Punktes lediglich in die Gleichung einsetzen
und priifen, ob diese dann wahr ist.

7. Mit Hilfe der Koordinatendarstellung einer Ebene lisst sich einfacher der Schnitt-
punkt mit einer Geraden bestimmen.

Dazu muss man die Komponenten der Parameterform der Geraden lediglich in
die Koordinatenform der Ebene einsetzen. Man erhélt so eine lineare Gleichung
fiir den Parameter der Geraden. Deren Losung gibt dann den Schnittpunkt.

8. Mit Hilfe der Koordinatenform lésst sich einfacher als mit der Parameterform
die Lagebeziehung zweier Ebenen bestimmen:

e Sind die Normalenvektoren beider Ebenen Vielfache voneinander, dann sind
die Ebenen parallel.

Sie sind dann sogar identisch, wenn sie einen Punkt (und damit alle) gemein-
sam haben.

e Sind die Normalenvektoren keine Vielfache voneinander, dann schneiden sich
die beiden Ebenen in einer Geraden (welche das ist, dass muss man dann
weiter untersuchen)

Beispiel 2. a) Der Punkt A = (1/3/4) liegt nicht auf der Ebene £ : 2z—y+22z = 3,
dennesist 2-1—-3+4+2-4=7:#3.

Aber der Punkt B(0/2/2,5) liegt auf £, denn 2-0—-2+2-2,5=3.

—4 -1
b) Die Ebene £ : 2z —y + 2z = 5 und die Gerade g : Z(t) = [ -2 | +t| 3
1 —2
schneiden sich in einem Punkt: Einsetzen der Komponenten von #(t) in € gibt
2(—4 —t) — (=24 3t) +2(1 —2t) =5 <= t = —1. Setzen wir das in die
Geradengleichung ein, dann erhalten wir den Schnittpunkt S(—3/ — 5/3).



c) Die Ebenen & : 2z —y+2z=3und & : —z+ %y — z = 2 sind parallel, denn
2 -1

fiir die Normalenvektoren gilt [ —1 | = (-2)- | 2

2
2 —1
Wir testen, ob der Punkt (2/0/0) von & auf & liegt: =2 +5-0—0 = 2 # 2.
Der Punkt liegt also nicht auf & und damit auch kein anderer Punkt.

Die Ebenen sind somit echt parallel.

2 Die Umrechnung Koordinatenform < Parameterform

2.1 Von der Koordinatenform zur Parameterform

Von der Koordinatenform zur Parameterform gelangt man recht einfach.

Wir suchen uns sich in der Koordinatenform ax 4+ by + cz = d eine der drei Koordi-
naten heraus, nach der wir die Gleichung auflésen, z. B. z: z = %l —4x — gy. Dann
nutzen wir die Vektorschreibweise, schreiben wir ¢, s statt x, y und setzen die soeben

erhaltene Gleichung ein:

T t
=y | = S
o) \eoson
0 1 0
=10+t O | +s| 1
d _a _b

Wie wir in den folgenden Beispielen sehen, erhélt man auf diese Art Parameterdar-
stellungen mit einfachen Darstellungen, d. h mit vielen Nullen.

Beispiel 3. a) Gegeben ist die Koordinatenform 4z — 2y + 3z = 12 und wir lésen
nach y auf: y = —6+2x+1,52. Das gibt dann die Parameterform (¢, s statt x, z):

13 0 1 0
x(t,s) = —6+2t+15s| =—-6]+t|2]+s|15
s 0 0 1

b) Gegeben ist die Parameterform 52410y = 20 und wir 16sen nach z auf: x = 4—2y.
Das gibt dann die Parameterform (¢, s statt y, 2):

4 -2t 4 -2 0
x(t,s) = t =10)+t| 1 |+s(0O
s 0 0 1

c) Gegeben ist die Parameterform 3z — 7y — 3x = 5 und wir 1ésen nach z auf:
z= —g +x— %y Das gibt dann die Parameterform (¢, s statt x,y):

t 0 1 0
x(t,s) = s =0 |+t[0])+s| 1
5 7 5 7



2.2 Von der Parameterform zur Koordinatenform

Wir starten mit einer Parameterform & = @ 4 tv' 4+ sw. Mit Hilfe der Richtungsvek-
toren berechnen wir einen Normalenvektor, namlich 7 = ¢ x .

Das liefert uns direkt die Normalenform
n-r=n-d

und nach Ausrechnen der Skalarprodukte schlieBlich die Koordinatenform.

-1 1 —4
Beispiel 4. a) Gegeben ist die Parameterform Z(t,s) = [ 2 |+t |2 |+s | —3
1 1 1

Wir erhalten einen Normalenvektor indem wir das Kreuzprodukt der Richtungs-
vektoren berechnen:

1 —4 2.1—(=3)-1 5
d= (2 x|-=3]=| (-9)-1-1-1 | =]|-5
1 1 1-(=3)—(—4)-2 5

Eine Koordinatenform bekommen wir durch Ausrechnen der Normalform:

5 x 5 -1
n-r=mn-a <= [-H]|-|ly|l=1-5|-1 2 <= S —Hy + 5z =—10
5 z ) 1
-1 1 2
b) Gegeben ist die Parameterform Z(t,s) = | 4 | +¢ (6| +s | —4 | und wir
3 0 0
berechnen einen Normalenvektor mit dem Kreuzprodukt:
1 2 6-0—(—4)-0 0
n=|(6]x|—-4]= 2:0-1-0 =1 0
0 0 1-(—4)—2-6 —10

Eine Koordinatenform bekommen wir wieder durch Ausrechnen der Normalform:

0 x 0 -1
n-r=mn-a < 0 -y | = 0 |- 4 — —10z2=-30
—10 z —10 3
4 p 1
c) Die Parameterform Z(t,s) = | 7 |+t | —=1| +s| 2 | soll in die Koordina-
-3 3 2

tenform tiberfithrt werden. Wir berechnen einen Normalenvektor mit Hilfe des
Kreuzproduktes der zwei Richtungsvektoren:

2 ~1 (-1)-2—-2-3 —8
df=txw=[-1]x|2|=| (-1)-3-2.2 |=|-7
3 2 2.2 —(=1)-(-1) 3



Damit ist a = —8,b = —7,¢ = 3 und die linke Seite der Koordinatendarstellung
lautet —8z—7y+3z. Die rechte Seite bekommen wir, indem wir hier den Aufpunkt
einsetzen, alsod = —8-4—-7-7—3-(-3) = =32 —49 — 9 = —90. Zusammen
also

—8x — Ty + 3z = =90



3 Die Hessesche Normalform einer Ebene und Abstiande

Eine wichtige Eigenschaft der Normalenform bzw. der Koordinatenform ist, dass der
Ausdruck 7 - @ bzw. der Wert d nicht von dem gewéhlten Aufpunkt @ der Ebene
abhingt, wenn wir den Normalenvektor nicht dndern.

Damit ist das ein Wert, der geometrisch nur von der Ebene abhéngt und nicht von
der Art, wie wir die Ebene beschreiben. Wir sehen uns das in der Abbildung 2
genauer an.

Abbildung 2: Die geometrische Eigenschaft von 7 -d = d

St

0 Xx

In Abbildung 2 sieht man, dass der Punkt D sich nicht &ndert, wenn wir A (und da-
mit ) dndern. Der Punkt D definiert gerade den Abstand der Ebene zum Ursprung
0 des Koordinatensystems.

Erinnern wir uns zuriick an die Formel fiir das Skalarprodukt, dann ist dieser Ab-
stand in der Skizze durch den Wert d = @ - 11 gegeben, allerdings dividiert durch die
Lénge des Normalenvektors.

Achtung: Ist 7 -ad = d negativ, dann bedeutet das, dass der Normalenvektor von
der Ebene in Richtung des Ursprungs zeigt (genau anders, als in Abbildung 2).

Insgesamt hat man also:

7i-al _ |d|

7]

Abstand Ebene zu Ursprung =

Insbesondere sind die Normalenform und die Koordinatenform besonders geeignet,
wenn der Normalenvektor die Lénge |77] = 1 hat. Man spricht dann auch von einem
Einheitsnormalenvektor.



Hessesche Normalform (HNF)

Ist @ ein Aufpunktvektor der Ebene und 7 ein Einheitsnormalenvektor, d. h.
|7 = 1, und ist die Richtung von 7 so gewéhlt, dass 7 - @ > 0, dann heifit
die Normalenform der Ebene auch die Hessesche Normalenform der Ebene

(HNF).

e Diese ist eindeutig!

e In der HNF ist 7 - @ der Abstand der Ebene zum Koordinatenursprung.

Ist ax + by + cz = d eine Koordinatenform der Ebene, dann ist

ax + by + cz B |d|
vz2(d) Va2 + b2+ Var+b2+ 2
1 fallsd >0
die HNF der Ebene. Dabei bezeichnet vz(d) = s d = das Vorzeichen
—1 fallsd<0
von d.
|d|

e Die rechte Seite ist der Abstand der Ebene zum Koordina-

vaz+ b2+ 2

tenursprung.

Bemerkung 5 (Anwendung: Abstand eines Punktes zu einer Ebene). Wir éndern
die obige Abbildung nur leicht und bekommen aus Abbildung 3 direkt die Formel
fiir den Abstand eines beliebigen Punktes zu einer Ebene.!

1. Ist die Ebene durch einen Aufpunktvektor @ und einen Normalenvektor 72
gegeben, dann ist der Abstand des Punktes ) mit Ortsvektor ¢ durch

i-q—ii-d
7]

n

gegeben.

2. Ist die Ebene durch die Koordinatenform ax + by + ¢z = d gegeben, und ist
Q = (¢1/92/q3), dann ist der Abstand von ) zur Ebene durch

aqr + bgs + cqs — d‘
Va4 b2+ c?
gegeben.
Beispiel 6. a) Gegeben ist die Ebene £ mit der Koordinatendarstellung 2z — 4y +
7z = —3. Welchen Abstand hat der Punkt P = (3/2/—1) von der Ebene

2.3-4-247-(-1)—(=3)| | -6
V2 + 22+ T V69

In beiden Formeln bekommen wir den Abstand zum Ursprung fiir Q = (0/0/0).

Abst(P,€) = ‘ ~ 0,72

8



Abbildung 3: Zum Abstand eines Punktes ) zu einer Ebene

St

Q

b) Welchen Abstand hat der Punkt Q = (—1/—2/—2) von der Ebene &£ mit der
Darstellung —3x + 5y — 10z = 127

-3 (=1)+5-(=2)—10-2 - 12 —34
Abst(Q, &) = (=) (-2) 2 = | | ~ 2,94
3% + 52 + 102 V134
¢) Welchen Abstand hat der Punkt B(1/1/1) von der Ebene £ mit der Darstellung
1 0 2
Zt,s)=1 2 | +t|1]+s| 3 |7
-1 2 —1
0 2 -7 1
Zunéchst berechnewirn = [1] x| 3 | = 4 | uwdd=n-| 2 | =3.
2 —1 —2 —1
das gibt die Koordinatendarstellung —7x 4 4y — 2z = 3. Damit ist
-7-14+4-1-2-1-3 -8
Abst(B, ) = * _ =8 006
N ey /69
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