Frank Klinker

Grundlagen der analytischen Geometrie

Teil 9: Die Abstédnde Punkt/Ebene, Punkt/Gerade, Gerade/Gerade und
Lotfupunkte

1 Abstand eines Punktes von einer Ebene und der Lotfuf3-
punkt

1.1 Wiederholung: Abstand eines Punktes von einer Ebene

Wir erinnern uns an die Abbildung laus der wir die Formel fiir den Abstand eines
beliebigen Punktes zu einer Ebene erhalten haben:

Abbildung 1: Zum Abstand eines Punktes () zu einer Ebene

St

Q

1. Ist eine Ebene £ durch einen Aufpunktvektor @ und einen Normalenvektor 7
in der Normalform 7 - ¥ = 7 - @ gegeben, dann ist der Abstand des Punktes @)
mit Ortsvektor ¢ zu £ durch

n-(d—q) Abstand Punkt <> £Pene

‘ﬁ‘ in Normalform)

d(Q,€) =
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gegeben.

2. Ist die Ebene £ durch die Koordinatenform ax + by + cz = d gegeben, und ist
Q = (¢1/92/q3), dann ist der Abstand von @ zu £ durch

b —d
d(Q,€&) = A1 + 042 + CGs Abstand Punkt < Ebene
Va2 + b2 + 2 (in Koordinatenform)
gegeben.

Hinweis: Ist die Ebene in Parameterform gegeben, dann bestimme man zunéchst
die Koordinatenform oder die Normalform!

1.2 Der Lotfulpunkt eines Punktes in einer Ebene

Der Punkt D in Abbildung 1 ist der Fu3lotpunkt des Punktes () in der Ebene
E.

Diesen Punkt erhalten wir, wie in der Abbildung angedeutet als Schnittpunkt der
Ebene mit der Geraden, die den Aufpunkt @) und Richtungsvektor 77 hat.

Das praktische Vorgehen ist wie folgt:

1. Setze die Geradengleichung ¥ = ¢+ tn in die Ebenengleichung n - ¥ = 7 - @ ein
und 16se nach t auf:
n-(ad—
i ((+th) =0 -ad < ti]* =a-(@d—q§) <= t:%
n

2. Setze das erhaltene t in die Geradengleichung ein und erhalte den Ortsvektor
von D:

0? =q+ |a|— 7 n Fullotpunkt von @) in £

Auch das sieht noch etwas abstrakt aus. Das dndert sich aber, weil wir das ganze
typischerweise in Koordinatenschreibweise durchfiihren:

Beispiel 1. Die Ebene ist gegeben durch 2z — 4y — 32 = —8. Gesucht ist der
Fufllotpunkt von Q(1/ —1/3).
2
Mit dem Normalenvektor 77 = | —4 | der Ebene ist die Geradendarstellung Z(t) =
-3
1 2 142t
1|+t 4| =|-1-4¢
3 -3 3—3t

Diese setzen wir in die Ebenengleichung ein:

2(1+2t) — 4(—1 — 4t) — 3(3 — 3t) = 12
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und erhalten daraus

15
24+4t4+4+16t—94+9t =12 «— —-3+29% =12 «— t:%.

Das eingesetzt in die Geradenleichung gibt

30 59

L+ 29 2%

o) =(-1-%) = [k
2 29 29

3 — 45 42

29 29

und damit den FuBlotpunkt D = (33/ — £2/22)

2 Abstand zweier paralleler Ebenen oder einer Geraden zu
einer parallelen Ebene

Da die parallelen Ebenen £ und F iiberall den gleichen Abstand haben, reicht es
den Abstand eines Punktes von F von der Ebene £ zu bestimmen.

Genauso reicht es bei der Geraden g und der parallelen Ebene £ den Abstand eines
Punktes von g von der Ebene £ zu bestimmen.

Wir bestimmen von € einen Normalenvektor! 7 und einen Punkt A mit Ortsvektor
d (z. B. aus der Normal- bzw. Koordinatenform).

Zusétzlich bestimmen wir von der Ebene F (oder von der Geraden g) einen Punkt
B mit Ortsvektor b (z. B. den jeweiligen Aufpunkt).

Dann gilt d(F, &) = d(B,€) bzw. d(g,&) = d(B, ). Das gibt schliefflich

— . — b
d(F, &) = z <|aq| ) Abstand Ebene <> parallele Ebene
l
it (@—b)
d(g,&) = 7l Abstand Gerade <> parallele Ebene
nl

3 Abstand eines Punktes von einer Geraden und der Fuf}-
lotpunkt

3.1 Abstand eines Punktes von einer Geraden

Der Abstand eines Punktes ) von einer Geraden g erhalten wir, indem wir Lénge
der kiirzesten Verbindung messen. Die kiirzeste Verbindung wiederum erhalten wir
durch die senkrechte Verbindung, die gestichelte blaue Linie in Abbildung 2.

!Das ist dann natiirlich auch ein Normalenvektor der parallelen Ebene F
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Abbildung 2: Zum Abstand eines Punktes () zu einer Geraden g

= [a@ = q]|v]sin(p)

Die Lange der Abstandslinie ist |@ — ¢] sin(¢). Mit Der Flichenformel fiir das Kreuz-
produkt haben wir schliellich

d(Q,g) = W Abstand Punkt < Gerade
U

Beispiel 2. Gesucht ist der Abstand des Punktes @ = (—1/6/1,5) von der Geraden

-2 1
g:Zt)=1| 1|+t —3
-1
—2 — (- ~1 1
Esist a—¢ = und damit (@—@)x0= | =5 | x| -=3]| =
—1 - 1 5 —2 5 —925 5
(=5)-5—(=3)- ( —32 d
1-(—25)— ( 1 . Das gibt
(=1)-(=3) -
2 21 Q2
2Q.q) = \/32,5 +25° 48 5.67

12 4- 3% 4 52

3.2 FuBllotpunkt eines Punktes auf einer Geraden

Der FuBllotpunkte von @ auf g ist der Punkt D in Abbildung 2. Um D zu bestimmen
sehen wir uns zunéchst einen Verbindungsvektor zwischen ) und einem beliebigen
Punkt der Geraden an:



Der FuBllotpunkt D gehort nun zu dem Parameterwert ¢ fiir den dieser Verbindungs-
vektor senkrecht auf ¢ steht, also (Z(t) — q) - ¥ = 0. Das gibt mit ¥ - ¥ = |v]?

(Z(t)—q)- V=0 <= (@—q) - U+t ¥V <= t=—

Diesen Wert kann man jetzt in g einsetzen und erhélt den Ortsvektor zum Fuflot-
punkt:

03 =da-— w U Fullotpunkt von () auf g

Beispiel 3. Wir nutzen wieder () und g aus Beispiel 2.

—1 1

Dortist (@—q)-=| =5 | - [ 3] = (1) -1+ (=5) - (=3) + (=25) - 5= 1,5
—25 5

und |7]? = 12 + 3% + 5% = 35. Das gibt schliefilich

t=— _ = ——
02 35 70
und damit
2 5 1 —%%
D=1 1]- = (-3 G
—-1 5 -2
alsoD:(—%)’ % —?—g).

Damit ldsst sich nun auch der Abstand d(Q, g) bestimmen, denn es gilt d(Q, g) =
‘175‘ = }03 — cj| In unserem Fall ist das

ET— (W) 4 (6- ) + (15— (- ))° w567

4 Abstand zweier Geraden

4.1 Abstand zweier paralleler Geraden

Die Geraden g : Z(t) = @ + 7 und b : Z(t) = b + ¥ sind parallel. Der Abstand der
beiden Geraden ist iiberall gleich grofl. Daher reicht es, den Abstand des Aufpunktes
der einen Gerade von der anderen Gerade zu bestimmen, z. B. d(h,g) = d(B,g).
Das gibt dann

S

|(@—b) x 7]

Abstand zweier paralleler Geraden

d(h,g) =

<L




4.2 Abstand zweier windschiefer Geraden

Um den Abstand zweier windschiefer Ebenen g : #(t) = @+t und b : Z(t) = b+ ti
zu bestimmen, nutzen wir einen Trick.

Wir konstruieren eine Hilfsebene £, die die Gerade g enthélt und parallel zur Geraden

b verlauft. Dazu ergédnzen wir g um die zusétzliche Richtung @ von b:
E:X(t,s)=a+tv+ sw.

Ein Normalenvektor dieser Ebene ist damit 7 = ¢ X w, sieche Abbildung 3.

Nun ist der Abstand zwischen h und g der gleiche, wie der von h und der Ebene

&, denn irgendwann muss h ja "unter g herlaufen”. Dieser Abstand wiederum ist

iiberall gleich, also genauso grof}, wie der Abstand zwischen dem Aufpunkt B und
der Ebene £. Damit haben wir d(h, g) = d(h, &) = d(B, £) und schlielich

(@—b) - (T x @)

7 ] Abstand zweier windschiefer Geraden
U X W

d(h,g) =

Abbildung 3: Zum Abstand zweier windschiefer Geraden g und b

n=7Xxuw

1 —1 —1
Beispiel 4. a) Die Geraden g : Z(t) = (0| +¢t| 1 Jund h: Z(t) = | 2 | +
2 2 3
-1
t| 1 | sind parallel. Es ist
2
1 —1 —1 2 —1 -3
@-byxov=|[0o] -1 2 x| 1 ]=(-2]x[1]=1]-3
2 3 2 —1 2 0



Damit ist |(@— b) x 7] = v/3Z + 3% + 02 = V/18. Weiter ist |7] = /12 + 12 4 22 =

V6. Beides zusammen gibt

0 —b) X 18
d(g,h) = @~ ﬁ) _ VI8 1,73
v V6
1 -1 -1 -1
b) Die Geraden g : Z(t) = [0 | +t| 1 | und h:2(t)=| 2 | +¢|—1] sind
2 2 3 —2
windschief. Es ist
— 0 . 2
UX W= x|—=1]=|-4] und a—b= | -2
— 2 -1
sodass
- 2 0
(@—b)-Wxw)=|-2|-[-4]=2-0+(-2)-(-4)+(-1)-2=6
-1 2
und
7 x W] = V02442 + 22 = /20
Das zusammen gibt
(@—b) - (U x W) _ 6 ~ 134
V20

d(g,h) =
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