Frank Klinker

Berechnung des Kegelvolumens
mit Hilfe einer Zerlegung in kleine Zylinder

1 Niitzliche Summenformeln

1.1 Die Summe aufeinanderfolgender Zahlen

n(n+1)

1424+...+(n—1)+n= 5

Wir berechnen das Doppelte der gesuchten Summe und erhalten:

1 + 2 +...+n—1D)+ =n
+n +Mm-1+...+ 2 + 1
=nm+D+Mn+)+...+n+1)+(n+1) = n(n+1)

1.2 Die Summe aufeinanderfolgender gerader Zahlen

244+...+(2n—-2)+2n=n(n+1)

Es ist

244t .+ (2n—2)+2m=2-1+2-2+...2(n—1)+2n
=2(1+2+ ...+ (n—1)+n)
n(n+1)

=2 =n(n+1)

1.3 Die Summe aufeinanderfolgender ungerader Zahlen

1+34+...+2n—=3)+(2n—1) =n?

Wir nutzen die vorherigen Ergebnisse und berechnen:

I1+3+...4(2n—-3)+(2n —1)
= (I42+...+@n—-1)+2n) - (2+4+...(2n—2) 4 2n)
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1.1,1.2 2n(2n + 1)
B 2
= ni2n+1)—n(n+1)

—_= n2

—n(n+1)

1.4 Die Summe aufeinanderfolgender Quadratzahlen

n(n+1)(2n+1)

P+224+ . +(n—1)2+n*= c

Wieder nutzen wir zur Bestimmung der Summe die vorigen Ergebnisse:

PP4+224 ... +(n—1>%+n?
214043+ 4+ (1434 +2n=3)+(1+3+...+(2n - 1))
=n-1+(n—-1)-3+(n—-2)-5+...+42-2n—-3)+1-(2n—1)
=n—-0)2-0+1)+n—1)2- 1+ +n—-3)(2-2+1)+...

o+ n-(n-2)2n-2)+1)+(n—(n—-1)2n—-1)+1)
=(2n-0-2-0*+n—-0)

+(2n-1-2-124n-1)

+(2n-2—-2-224+n—2)

+ ...

+(@2n(n —2) —2(n —2)* +n — (n —2))

+@2nn—1)=2(n—12+n—(n—1))
=2n(1+2+-+(n—-1)=2("+2°+ -+ (n—1)%)

+n-n—(1+24-+(n-1))
(n=1)((n—1)+1)

= —2(P+2%+ -+ (n—-1+n%) +3n*+ (2n — 1) 5
= —2(1P+2°+ -+ (n— 1) + 1) + 3n” + ( 2n—1)%

= 2+ 24+ (-1 %) 4 g Z(6n+ (2n —1)(n —1))
= 2+ 24+ (- 0% 4 g Z(2n® +3n+1)

= —2(1*+2°+--+ (n— 1)2+n2)—|— 1(2n +1)

Bringt man die gesuchte Summe auf eine Seite, dann ergibt sich schlieflich

n(n+1)(2n+ 1)
2

3(12+22 4+ (n—1%+n%) =



2 Das Kegelvolumen mit Hilfe einer Zerlegungsmethode

Wir néhern das Kegelvolumen durch die Summe der Volumen von n kleinen Zylinder
an, siche Abbildung 1.

Abbildung 1: Die Zerlegung des Kegels mit Hilfe von n Zylindern
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Dieses Volumen ist

H H H H
V=rmR—4aR5—+.. . +7R:_ | — +7R>2—.
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Mit Hilfe des Strahlensatzes erhalten wir die Radien der kleinen Zylinder
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Damit ist
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Zerteilen wir den Kegel jetzt in sehr viele Zylinder, d. h. n ist sehr grof3, dann werden

die Summanden 2 und %5 sehr klein, d. h. lim 2 = lim -5 = 0. Fiir immer grofer
n 6n ’ n—00 n—oo 61

werdende n bleibt in der Klammer nur der erste Summand iibrig.

Fiir das Kegelvolumen bekommen wir damit fiir immer gréfler werdende n

1
VKegel = §7TR2H
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